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« Celui qui aura goûté, qui aura vu, ne fût-ce que de loin, la splendide
harmonie des lois naturelles, sera mieux disposé à faire peu de cas
de ses petits intérêts égoïstes ; il aura un idéal qu’il aimera mieux
que lui-même, et c’est là le seul terrain sur lequel on puisse bâtir
une morale. Pour cet idéal, il travaillera sans marchander sa peine
et sans attendre aucune de ces grossières récompenses qui sont tout
pour certains hommes ; et quand il aura pris ainsi l’habitude du
désintéressement, cette habitude le suivra partout ; sa vie entière
en restera comme parfumée. »

— Henri Poincaré, Dernières pensées.
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Algèbre





Polynômes 1

Jérome Cardan (1501 - 1576)

La théorie des équations polynomiales, qui précède de loin la définition
formelle des polynômes, a été le propos essentiel de l’algèbre jusqu’au
xixe siècle. Elle est à l’origine de nombreuses notions : corps, nombres
algébriques . . . Son développement est lié aux extensions successives de
la notion de nombre : introduction des nombres négatifs, des nombres
irrationnels, puis des nombres complexes.
Dès la plus haute Antiquité, on rencontre des exemples de résolutions
d’équations. Les Babyloniens savent résoudre l’équation du second
degré et les Grecs en font la base même de leur géométrie.
Après l’Antiquité, il faudra attendre le xvie siècle pour que des progrès
substantiels apparaissent, dus à l’école italienne. Scipone del Ferro,
Tartaglia et Cardan apportent la solution de l’équation du troisième
dégré. L’équation générale est ramenée à la forme réduite x3+px+q = 0
♦ , dont une solution s’écrit

x =
3

√
−
q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−
q

2
−

√
q2

4
+
p3

27
.

♦ Soient (a, b, c) ∈ C3 et P le polynôme dé-
fini par :

∀z ∈ C, P (z)
def
= z

3 + az
2 + bz + c.

On observe que pour h ∈ C,

P (z + h) = z
3 + (3h + a)z2 +

(
3h2 + 2ha + b

)
z

+ h
3 + ah

2 + bh + c.

Pour h = − a
3 , on définit le polynôme Q par

∀z ∈ C, Q(z)
def
= P (z + h) = z

3 + pz + q

où p
def
= − a2

3 + b, q
def
= 2a3

27 − ab
3 + c. On a

alors

P (z) = 0 ⇐⇒ Q(z − h) = 0.

La recherche des solutions de l’équation
P (z) = 0 est ainsi ramenée au problème ana-
logue pour l’équation Q(z) = 0.

Cette solution soulève des difficultés : si q
2

4 + p3

27 est négatif, cas où
l’équation a des racines – on le sait depuis Archimède – on ne peut
pas calculer x. Pour lever la difficulté, Cardan introduit timidement
de nouveaux nombres, « impossibles » ou « imaginaires ». Ferrari et
Bombelli résolvent l’équation du quatrième degré.
Grâce à l’école italienne, le théorie générale des équations algébriques
se précise. L’équation étant mise sous le forme P (x) = 0, on prend
conscience de l’importance du dégré de P pour le nombre de solutions.
On découvre que si a est une racine de P , on peut factoriser par
x− a. Les relations entre les coefficients et les fonctions symétriques
des racines d’un polynôme apparaissent chez Viète (1540-1603), mais
c’est Girard qui en 1629 leur donne toute leur extension. Suivi par
Newton, il exprime les sommes des puissances des racines en fonction
des coefficients. L’étude des fonctions symétriques des racines va se
développer au xviie siècle avec Waring et au xixe siècle avec Cauchy.
Au xviie siècle, la majorité des mathématiciens est convaincue qu’une
équation de degré n possède n racines, celles-ci pouvant ne pas être
réelles, mais il faut attendre d’Alembert pour trouver en 1724 une
définition précise des nombres complexes (sous la forme a +

√
−1b).

En 1799, Gauss fournit plusieurs preuves rigoureuses du « théorème
fondamental de l’algèbre » ou « théorème de d’Alembert-Gauss ».
Des progrès sont réalisés également dans l’étude du nombre de racines
réelles, et de leur signe. En 1637, Descartes énonce la règle qui porte
son nom sur le nombre de racines positives d’un polynôme. On trouve
dans l’Algèbre de Rolle (1690), la propriété suivante : entre deux
solutions de l’équation P (x) = 0, il existe au moins une solution de
l’équation P ′(x) = 0. C’est Sturm qui formule, en 1829, les résultats
les plus précis sur le nombre de racines réelles d’un polynôme.
Après les succès le l’école italienne au xvie siècle, les mathématiciens se
sont attachés à trouver des formules analogues pour les dégrés suivants.
Les réflexions sur cette question prennent un tour nouveau avec les
travaux de Lagrange (1771), qui étudie les permutations des racines
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d’une équation laissant invariantes certaines fonctions de ces racines.
Ces idées sont approfondies par Cauchy et Ruffini. Abel donne une
démonstration rigoureuse de l’impossibilité de résoudre par radicaux
l’équation générale de dégré 5 en 1829. Enfin, en introduisant la notion
de groupe, Galois énonce la condition générale à laquelle satisfait
toute équation résoluble par radicaux (1831).
La distinction entre les nombres algébriques, racines d’un polynôme à
coefficients entiers, et les autres qu’on nomme transcendants, date du
xviie siècle, mais il faut attendre 1844 pour que Liouville démontre
l’existence de nombres transcendants et plus longtemps encore pour
que soit démontrée le trascendance de e (par Hermite en 1872) et celle
de π (par Lindemann en 1882).
Quant à la définition formelle des polynômes et à l’étude de leur
structure, elles chemineront tout au long du xixe siècle au rythme lent
du processus d’axiomatisation de l’algèbre : par exemple, Dedekind
introduit la notion de corps et définit les idéaux vers 1870.



1.1 Polynômes de Legendre

Définition 1.1.1 – Polynômes de Legendre. On appelle fa-
mille des polynômes de Legendre la suite de polynômes (Ln)n∈N⋆

définie par

Ln(X) def=
1

2n

n∑
k=0

(n
k

)2
(X − 1)n−k(X + 1)k.

Voir aussi...

Exercice 1.1.1
Source : [1] p. 25

1. Montrer que Ln(X) = 1
2nn !

[(
X2 − 1

)n](n)
. En déduire la

parité de Ln et l’égalité
n∑
k=0

(
n
k

)2
=
(2n
n

)
.

2. Soit n ∈ N⋆, montrer que Ln(X) est scindé à racines simples
dans ] − 1 ; 1[.

3. Montrer que pour tout n ∈ N,(
X2 − 1

)
L′′
n(X) + 2XL′

n(X) = n(n+ 1)Ln.

▶ Éléments de solution. Pour montrer que Ln(X) est scindé
à racines simples dans ] − 1 ; 1[, raisonner par récurrence et penser à
Rolle. ◁

−1 1

−1

1

Les premiers polynômes de Legendre

L0 = 1
L1 = x

L2 =
1
2

(
3x

2 − 1
)

L3 =
1
2

(
5x

3 − 3x
)

L4 =
1
8

(
35x

4 − 30x
2 + 3

)
L5 =

1
8

(
63x

5 − 70x
3 + 15x

)

1.2 Polynômes de Hilbert

Définition 1.2.1 – Polynômes de Hilbert. On appelle
famille des polynômes de Hilbert la suite de polynômes (Hn)n∈N
définie par

H0
def= 1, ∀n ∈ N⋆, Hn

def=
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n !
.

Voir aussi Polynômes de Hilbert dans la partie algèbre linéaire.

Exercice 1.2.1
Sources : [1] p.27, [2]

1. Montrer que pour tout n ∈ N, Hn(Z) ⊂ Z. En déduire que le
produit de n entiers consécutifs dans Z est divisible par n !.

2. Soient n ∈ N⋆ et Q ∈ Rn[X]. Montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) Q(Z) ⊂ Z,
(ii) ∀m ∈ J0 ;nK, Q(m) ∈ Z.

(iii) ∃(λ0, . . . , λn) ∈ Zn+1 tel que Q =
n∑
k=0

λkHk.

▶ Solution. ◁
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1.3 Polynômes de Bernoulli

Lire [3] p. 297 Il arrive fréquemment que le calcul exact d’une intégrale soit difficile,
voire impossible pour certaines fonctions et il est courant, dans ce
cas, de chercher à approcher la valeur de l’intégrale en utilisant des
polynômes comme les polynômes de Bernoulli par exemple.

Définition 1.3.1 – Polynômes de Bernoulli. Les poly-
nômes de Bernoulli forment l’unique suite de polynômes (Bn)n∈N
telle que :

B0 = 1,
∀n ∈ N, B′

n+1 = (n+ 1)Bn,

∀n ∈ N⋆,
∫ 1

0
Bn(x) dx = 0.

Définition 1.3.2 – Nombres de Bernoulli. Pour tout
n ⩾ 0, on pose bn

def= Bn(0). La suite de réels (bn)n∈N est appelée
suite des nombres de Bernoulli.

Exercice 1.3.1
1. Déterminer le degré de Bn(X) pour n ⩾ 0.
2. Montrer que, pour tout n ⩾ 2, Bn(0) = Bn(1).
3. Soient n ∈ N et x ∈ R. Montrer que

Bn(x) =
n∑
k=0

(n
k

)
bn−kx

k.

4. En déduire, pour n ⩾ 1, une expression de bn en fonction de
b0, . . . ,bn−1.

5. Montrer que la suite (bn)n∈N est une suite de rationnels et
que, pour n ⩾ 0, les polynômes Bn(X) sont à coefficients
rationnels.

6. Montrer que pour tout n ⩾ 0, (−1)nBn(1 −X) = Bn(X).
7. En déduire que {

∀n ⩾ 1,b2n+1 = 0,
∀n ⩾ 0,B2n+1( 1

2 ) = 0.

1.4 Polynômes de Tchebychev

Définition 1.4.1 – Polynômes de Tchebychev. Les poly-
nômes de Tchebychev de première espèce sont les uniques poly-
nômes (Tn)n⩾0 définis sur ] − 1, 1[ par

∀θ ∈ R, Tn(cos θ) = cos(nθ).

Vérifions tout d’abord qu’une telle suite existe bien et qu’elle est
unique.

−1 1

−1

1

Polynômes de Tchebychev de première
espèce

T0 = 1
T1 = x

T2 = 2x2 − 1

T3 = 4x3 − 3x

T4 = 8x4 − 8x2 + 1

T5 = 16x5 − 20x3 + 5x

■ Démonstration. Existence Nous allons montrer que la suite
(Tn)n⩾0 vérifie une relation de récurrence.



Soit n ∈ N,

Tn+2(cos θ) = cos((n+ 2)θ)
= cos((n+ 1)θ) cos(θ) − sin((n+ 1)θ) sin(θ)

= Tn+1(cos θ) cos(θ) −
1
2

(cos(nθ) − cos((n+ 2)θ))

Tn+2(cos θ) = Tn+1(cos θ) cos(θ) −
1
2

Tn(cos θ) +
1
2

Tn+2(cos θ)

d’où
Tn+2 = 2XTn+1 − Tn.

Unicité L’unicité de Tn pour n fixé est garantie pas l’identification
de deux polynômes coïncidant sur ] − 1, 1[.

Proposition 1.4.1 – Formule de tri-
gonométrie.

sin a sin b =
1
2

(
cos(a − b) − cos(a + b)

)

Exercice 1.4.1 Soit n ∈ N, déterminer une expression de Tn.

▶ Solution.

cos(nθ) = Re
(

einθ
)

= Re
(

(cos θ + i sin θ)n
)

= Re

(
n∑
k=0

(n
k

)
(cos θ)k(i sin θ)n−k

)
= ...

∀n ∈ N, Tn =
⌊n/2⌋∑
k=0

(−1)k
( n

2k
)
Xn−2k(1 −X2)k.

◁

Proposition 1.4.2 – .
1.

deg Tn = n et cd Tn = 2n−1

2. Tn est pair si n est pair et vice versa.

3. Pour tout n,m, Tn ◦ Tm = Tnm.

4.
(1 − x2)T′′

n(x) − xT′
n(x) + n2Tn(x) = 0.

5. Tn admet n racines simples qui sont

ak,n = cos
( (2k − 1)π

2n

)
, k ∈ J1, nK.

6. Sur [−1, 1], Tn admet n+ 1 extrema égaux à 1 en les points

bk,n = cos
(
kπ

n

)
, k ∈ J0, nK.

■ Démonstration.
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1.5 Polynômes scindés

Exercice 1.5.1
Source : [1] p. 23

Soient Q ∈ R[X] et a ∈ R. On suppose que Q
est scindé sur R[X], montrer que Q′ + aQ l’est aussi.

▶ Éléments de solution. Si a = 0, appliquer le théorème de
Rolle sur chacun des intervalles [xi, xi+1] où xi et xi+1 sont deux
racines réelles consécutives de Q.

1. Poser φ : t 7→ exp(at)Q(t).
2. Démarche à revoir.

◁

1.6 Équation polynomiale

Exercice 1.6.1
Source : [1] p. 20

Déterminer les polynômes P ∈ C[X] tels que :

P
(
X2
)

= P (X)P (X − 1).

1.7 Théorème de Lucas

Théorème 1.7.1 – Lucas. Soit P ∈ C[X] un polynôme de degré
supérieur à 2. Montrer que les racines de P ′ sont dans l’enveloppe
convexe des racines de P .



Algèbre linéaire, Matrices 2
Au xviiie siècle se développent la résolution des systèmes linéaires et
la théorie des déterminants. Les raisonnements suggèrent rapidement
le concept d’espace à n dimensions. Mais il fallait oser un langage géo-
métrique, alors qu’une interprétation sensible dans le plan ou l’espace
faisait défaut pour n > 3.
De manière indépendante, Cayley en Angleterre et Grassman en
Allemagne franchissent le pas vers 1843-1845 et parlent d’espace à n
dimensions. Le point de vue de Cayley est issu directement de la
géométrie analytique : un vecteur d’un espace à n dimensions est un
système de n réels ou n complexes. L’addition de deux vecteurs et la
multiplication par un scalaire sont naturellement introduites par la
généralisation de la dimension 3. Pour parvenir vraiment à la notion
d’espace vectoriel, il faut dégager le concept de sous-espace et de di-
mension d’un sous-espace. C’est ce que fera Grassman (professeur de
lycée autodidacte en marge des milieux de la recherche) en cherchant à
développer une analyse géométrique portant sur des calculs intrinsèques
indépendants du choix des coordonnées. Grassman introduit le produit
extérieur de deux vecteurs, la définition de l’indépendance linéaire, de
la dimension d’un espace et démontre la relation fondementale

dimV + dimW = dim(V +W ) + dimV ∩W.

Ces travaux eurent peu d’impact au début, mais ils furent repris par
Henri Poincaré et Élie Cartan (notamment son « algèbre extérieure
» en géométrie différentielle).
C’est en 1888 que Peano donnera la définition axiomatique d’un
espace vectoriel réel. Jusqu’en 1930, le point de vue des matrices et des
coordonnées prédomine par rapport au point de vue intrinsèque des
espaces vectoriels.

Arthur Cayley (1821-1895)

Hermann Grassmann (1809-1877)
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Faisons la transition entre le chapitre sur les polynômes et celui sur
l’algèbre linéaire en revenant sur les polynômes de Hilbert.

2.1 Polynômes de Hilbert

Proposition 2.1.1 – (Hi)0⩽i⩽n forme une base de Cn[X].
La famille (H0, . . . ,Hn) des n+ 1 premiers polynômes de Hilbert
forme une base de Cn[X].

Lemme 2.1.1 Toute famille de polynômes non nuls à degrés
échelonnés est libre.

■ Démonstration.Source : Polynômes à degrés échelonnés –
Bibm@th.net

Soit (P1, . . . , Pn) une famille de polynômes
de Cn[X] non nuls, à degrés échelonnés, i.e. 0 ⩽ degP1 < · · · < degPn.
Soit (λ1, . . . , λn) des scalaires tels que

λ1P1 + · · · + λnPn = 0. (⋆)

Supposons par l’absurde que λn ̸= 0. Alors le membre de gauche de
l’égalité (⋆) est un polynôme de degré degPn ̸= −∞ puisque tous les
polynômes sont supposés non nuls. Ce membre ne peut donc pas être
le polynôme nul. On aboutit à une contradiction et λn = 0.
En itérant le raisonnement, on trouve successivement

λn−1 = 0, . . . , λ1 = 0

ce qui assure la liberté de la famille (P1, . . . , Pn).

Méthode 2.1.1 Penser au 2.1 pour mon-
trer la liberté d’une famille de polynômes.

Revenons à la démonstration de la 2.1.

■ Démonstration.♦ Par définition,

H0
def
= 1

∀n ∈ N⋆
, Hn

def
=

1
n!
X(X−1) · · · (X−n+1).

Donc pour tout n ∈ N, deg Hn = n.

Par construction, la famille H
def= (H0, . . . ,Hn)

est échelonnée en dégré ♦ ce qui assure sa liberté d’après le 2.1. De
plus, |H | = dimCn[X] donc la famille H forme bien une base de
Cn[X].

2.2 Polynômes de Lagrange

Source : extrait d’un cours de F. Delebecque
2.2.1 Motivations de l’interpolation polynomiale

En analyse numérique, une fonction f inconnue explicitement est
souvent connue seulement en certains points x0, . . . , xd, ou évaluable
uniquement au moyen de l’appel à un code coûteux.
Mais dans de nombreux cas, on a besoin d’effectuer des opérations
(dérivation, intégration, . . .) sur la fonction f .
On cherche donc à reconstruire cette fonction f par une autre fonction
fr simple et facile à évaluer à partir des données discrètes de f . On
espère que le modèle fr ne sera pas trop éloigné de la fonction f aux
autres points.

Pourquoi utiliser des polynômes pour reconstruire la fonction f ?

♦ cf. p. [...]

https://www.bibmath.net/ressources/justeunexo.php?id=815
https://www.bibmath.net/ressources/justeunexo.php?id=815
https://perso.math.univ-toulouse.fr/fdelebec/files/2018/03/chap01-L2.pdf


— Le théorème d’approximation de Weierstrass : ♦

pour toute fonction f définie et continue sur un intervalle [a, b]
et pour tout ε > 0, il existe un polynôme P tel que

∀x ∈ [a, b], |f(x) − P (x)| < ε.

Plus ε est petit, plus le degré du polynôme est grand.
— La simplicité de l’évaluation d’un polynôme par le schéma

de Hörner :

n∑
j=0

cjx
j =
(

· · ·
(

(cnx+ cn−1)x+ cn−2
)
x+ · · · c1

)
x+ c0.

M0

M1 M2M2

M3M3

M4

a3

f3

Polynôme
interpolateur

Polynôme
interpolateur

Plus précisément, étant donnés d + 1 points d’abscisses distinctes
Mi

def= (ai, fi) pour i ∈ J0, dK dans le plan, le problème de l’interpola-
tion polynomiale consiste à trouver un polynôme de degré inférieur ou
égal à m dont le graphe passe par les d+ 1 points Mi.

2.2.2 Interpolation lagrangienne

Les polynômes de Lagrange permettent d’interpoler une série de
n+ 1 points par un polynôme de degré n qui passe exactement par ces
points.

Théorème 2.2.1 – Propriété fondamentale des polynômes
de Lagrange. Soient n ∈ N et (x0, . . . , xn) des complexes deux
à deux distincts.
Pour tout i ∈ J0, nK, il existe un unique polynôme Li ∈ Cn[X] tel
que

∀j ∈ J0, nK, Li(xj) = δi,j . ♦ (2.1)

Définition 2.2.1 – ♦ Symbole de
Kronecker.

δi,j
def
=
{

1 si i = j,

0 si i ̸= j.

■ Démonstration. Source : [UT#29] Unicité des polynômes de
Lagrange – Øljen - Les maths en finesse

On considère n + 1 complexes deux à deux
distincts, notés x0, . . . , xn. Soit l’application

φ :
Rn[X] −→ Rn+1

P 7−→
(
P (x0), . . . , P (xn)

) .

▷ Soit P ∈ Kerφ. Alors le polynôme P a n + 1 racines discintes.
Or il est de degré inférieur à n donc est le polynôme nul. On en
déduit que φ est injective ce qui assure l’unicité des polynômes
interpolateurs de Lagrange.

▷ Comme dimRn[X] = dimRn+1 et que l’application φ est injec-
tive, c’est un isomorphisme ♦ .

▷ En particulier, l’application φ est surjective ce qui assure l’existence
de ces polynômes.

Proposition 2.2.1 – . ♦ Si f est une
application linéaire d’un espace de dimen-
sion finie E dans un espace de dimension
finie F avec dimE = dimF , il suffit que
f soit injective ou surjective pour que f
soit un isomorphisme.

Définition 2.2.2 – Polynômes de Lagrange. Soient n ∈ N
et (x0, . . . , xn) des complexes deux à deux distincts. On appelle
famille des polynômes de Lagrange la suite de polynômes (Ln)n∈N
vérifiant la relation (2.1).

https://www.youtube.com/watch?v=blB2SAYpobA
https://www.youtube.com/watch?v=blB2SAYpobA
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Remarque 2.2.1 Une famille de polynômes de Lagrange est
définie à partir d’une famille de complexes deux à deux distincts.

Proposition 2.2.2 – Expression des polynômes de La-
grange. Soient n ∈ N et (x0, . . . , xn) des complexes deux à deux
distincts. Les polynômes de Lagrange associés à cette famille ont
pour expression

∀i ∈ J0, nK, Li(X) =
∏
j ̸=i

X − xj

xi − xj
.

■ Démonstration.Source : [4]

▷ On considère n + 1 complexes deux à deux distincts, notés
x0, . . . , xn.
Soit i ∈ J1, nK. Le polynôme Li est de degré au plus n et admet
n complexes deux à deux distincts xj pour racines, avec j ̸= i.
Alors, nécessairement, il existe une constante C telle que

Li = C
∏
i ̸=j

(X − xj).

L’égalité Li(xi) = 1 fournit C =
[∏
j ̸=i

(xi − xj)
]−1

et donc

Li =
∏
j ̸=i

X − xj

xi − xj
.

▷ Réciproquement, si pour tout i ∈ J0, nK on pose Li
def=
∏
j ̸=i

X−xj

xi−xj
,

alors le polynôme Li est bien défini car les xj sont deux à deux
distincts, est bien de degré n et enfin les polynômes Li vérifient
clairement les égalités de dualité.

2.2.3 Coordonées d’un polynôme dans la base de
Lagrange

Proposition 2.2.3 – (Li)0⩽i⩽n forme une base de Cn[X].
La famille (L0, . . . ,Ln) des n+1 premiers polynômes de Lagrange
forme une base de Cn[X].

■ Démonstration. Par construction, la famille L
def= (L0, . . . ,Ln)

est échelonnée en dégré ce qui assure sa liberté d’après le 2.1. De plus,
|L | = dimCn[X] donc la famille L forme bien une base de Cn[X].

Théorème 2.2.2 – Interpolation lagrangienne. Soient n ∈ N
et (x0, . . . , xn) des complexes deux à deux distincts et (y0, . . . , yn)
des complexes deux à deux distincts.
Il existe un et un seul polynôme P ∈ Rn[X] tel que

∀i ∈ J0, nK, P (xi) = yi.



Ce polynôme à pour expression dans la base des polynômes de
Lagrange associ

P =
n∑
i=0

yiLi =
n∑
i=0

P (xi)Li.

2.2.4 Lien avec les déterminants de Vandermonde

Source : [4]En appliquant la formule des coordonnées d’un polynôme de degré au
plus n dans la base (Li)i∈J0,nK au cas particulier où le polynôme P
est l’un des éléments de la base canonique (Xj)j∈J0,nK de Cn[X], on

obtient
n∑
i=0

Li = 1 et plus généralement,

∀j ∈ J0, nK, Xj =
n∑
i=0

xjiLi.

Ainsi,

Mat(Li)n
0 ,(Xj )n

0

(
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

...
...

...
. . .

...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

)
.

Proposition 2.2.4 – . La matrice de passage de la base
(Li)i∈J0,nK à la base (Xj)j∈J0,nK est la matrice de Vandermonde
associée à la famille (xi)i∈J0,nK.

2.3 Matrice de Vandermonde

Définition 2.3.1 – Matrice de Vandermonde. Soit
(α1, . . . , αn) une famille de complexes. On définit la matrice de
Vandermonde de la famille (α1, . . . , αn) par

V(α1, . . . , αn) def=

1 α1 α2
1 · · · αn−1

1
...

...
...

. . .
...

1 αn α2
n · · · αn−1

n

 .

On considère ici une matrice de Vandermonde carrée.

Remarque 2.3.1 Soit (α1, . . . , αn) une famille de complexes. Les
matrices de Vandermonde des familles (α1, . . . , αk) pour 2 ⩽ k ⩽
n sont imbriquées les unes dans les autres de la manière suivante

V(α1, . . . , αk) = ....

Proposition 2.3.1 – Déterminant de Vandermonde.

det
(

V(α1, . . . , αn)
)

=
∏

1⩽i<j⩽n

(αj − αi).

■ Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur la
taille de la matrice. Pour tout n ∈ N⋆ on pose

Pn : « Soit (α1, . . . , αn) ∈ Cn, det
(

V(α1, . . . , αn)
)

=
∏

1⩽i<j⩽n

(αj − αi)».
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▷ L’initialisation pour n = 1 est triviale.
▷ Soit n ∈ N⋆. On suppose Pn vraie, montrons Pn+1.

Soit (α1, . . . , αn, αn+1) une famille de complexes.

On pose P (X) def=
n∏
j=1

(X − αj)
def= Xn +

n−1∑
k=0

pkX
k.

D’après les propriétés du déterminant, en ajoutant les n premières
colonnes respectivement multipliée par pk à la dernière, on obtient∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V(α1, . . . , αn)

1 αn+1 · · · αn−1
n+1 αnn+1

αnn

...

αn1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

= det
(

V(α1, . . . , αn)
)
P (αn+1)

par hypothèse de récurrence =
∏

1⩽i<j⩽n

(αj − αi) ×
n∏
j=1

(αn+1 − αj)

det
(

V(α1, . . . , αn+1)
)

=
∏

1⩽i<j⩽n+1

(αj − αi).

La proprité est donc vraie au rang n + 1 et on en déduit par
récurrence qu’elle est vraie pour tout n ∈ N⋆.

Corollaire 2.3.1 La famille (α1, . . . , αn) est libre si et seule-
ment si le déterminant de sa matrice de Vandermonde est non
nul.

■ Démonstration. D’après la 2.3, la matrice de Vandermonde
de la famille (α1, . . . , αn) est inversible si et seulement si les αi sont
distincts deux à deux.

Exercice 2.3.1
Source : [4] Planche no 35. Déterminants

Pour a ∈ C, on pose pour tout x ∈ R, fa(x) def=
eax. Soit (a1, . . . , an), n complexes deux à deux distincts. Montrer
que la famille de fonctions (fak )1⩽k⩽n est libre.

▶ Solution.

Soit (λk)1⩽k⩽n ∈ Cn tel que
n∑
k=1

λkfak = 0. Alors,

∀p ∈ J0, n− 1K,
n∑
k=1

λkf
(p)
ak

= 0,

soit ∀p ∈ J0, n− 1K, ∀x ∈ R,
n∑
k=1

λka
p
k

eakx = 0,

pour x = 0 ∀p ∈ J0, n− 1K,
n∑
k=1

λka
p
k

= 0.



Les n dernières égalités écrites constituent un système (S ) de n équa-
tions linéaires à n inconnues λ1, . . . , λn. Le déterminant de ce système
est V(a1, . . . , an) et ce déterminant est non nul car les ak sont deux à
deux distincts. Par suite, (S ) est un système de Cramer homogène.
Le système (S ) admet donc l’unique solution (λ1, . . . , λn) = (0, . . . , 0)
et on a ainsi montré la liberté de la famille (fak )1⩽k⩽n. ◁

2.3.1 Inverse de la matrice de Vandermonde

Exercice 2.3.2
Source : [1] p.81

Soient n ∈ N⋆ et (x1, . . . , xn) des complexes
deux à deux distincts.

1. Montrer que l’application

φ :
Cn−1[X] −→ Cn

P 7−→
(
P (x1), . . . , P (xn)

)
est un isomorphisme. Montrer que sa matrice dans les bases
canoniques de départ et d’arrivée est

Mn(x1, . . . , xn) def=


1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

...
...

...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

 .

2. On note L1(X), . . . ,Ln(X) les polynômes interpolateurs de
Lagrange associés à x1, . . . , xn. Donner une relation entre
les coefficients de Mn(x1, . . . , xn)−1 et ceux des polynômes
Li(X).

2.4 Centre de Mn(K)

Définition 2.4.1 – Centre (algèbre). Le centre d’une struc-
ture algébrique est l’ensemble des éléments de cette structure qui
commutent avec tous les autres éléments.

Proposition 2.4.1 – Centre de Mn(K). Le centre de Mn(K),
c’est-à-dire les matrices A ∈ Mn(K) telles que pour toute matrice
B ∈ Mn(K), AB = BA, est égal à l’ensemble des matrices scalaires.

Nous voulons démontrer l’égalité de deux ensembles à savoir le centre
de Mn(K) et {λIn, λ ∈ K}. Nous allons donc raisonner par double
inclusion.

■ Démonstration. (⊂) Posons A
def= (ai,j)1⩽i,j⩽n. Si la matrice

A appartient au centre de Mn(K) alors, en particulier, elle com-
mute avec les matrices élémentaires ♦ i.e.

Définition 2.4.2 – ♦ Matrices élé-
mentaires de Mn,p(K). Pour tout
(i, j) ∈ J1, nK × J1, pK, on note Ei,j la
matrice de taille (n, p) dont tous les coef-
ficients son nuls sauf le coefficient en ligne
i, colonne j, qui est égal à 1. Autrement
dit,

Ei,j = (δk,i × δℓ,j )(k,ℓ)∈J1,nK×J1,pK.

On en déduit que

Ei,j × Ek,ℓ = δj,kEi,ℓ.

∀(i, j) ∈ J1, nK2, AEi,j = Ei,jA.
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En décompasant la matrice A dans la base des matrices élémen-
taires on obtient

AEi,j =
∑

1⩽k,ℓ⩽n

ak,ℓEk,ℓEi,j =
n∑
k=1

ak,iEk,j ,

et

Ei,jA =
∑

1⩽k,ℓ⩽n

ak,ℓEi,jEk,ℓ =
n∑
ℓ=1

aj,ℓEi,ℓ.

Puisque la famille (Ei,j)1⩽i,j⩽n est libre, on peut identifier les
coefficients des deux expressions et on déduit que pour tout
(i, k) ∈ J1, nK2 tel que i ̸= k, ai,k = 0 et pour tout (i, j) ∈
J1, nK2, ai,i = aj,j .
Ainsi, si la matrice A commute avec toutes les matrices, elle est
nécessairement de la forme A = λIn où λ ∈ K.

(⊃) Réciproquement, pour tout λ ∈ K et toute matriceB ∈ Mn(K), B×
(λIn) = (λIn) ×B.

On en déduit par double inclusion que le centre de Mn(K) est égal à
l’ensemble des matrices scalaires.

Méthode 2.4.1 Lorsqu’il s’agit de montrer qu’une propriété est
vraie « pour toute matrice », il est parfois utile de prendre des cas
particuliers comme les matrices élémentaires pour en déduire
des informations sur les coefficients.

2.5 Semblables sur C, sur R

Proposition 2.5.1 – . Deux matrices réelles semblables dans
Mn(C) sont semblables dans Mn(R).

■ Démonstration. Soient A et B deux matrices réelles semblables
dans Mn(C). Alors il existe une matrice P

def= Pr + iPi ∈ GLn(C) telle
que AP = PB soit APr + iAPi = PrB + iPiB et donc en identifiant
parties réelle et imaginaire,

APr = PrB et APi = PiB.

On en déduit que pour tout x ∈ R, A(Pr + xPi) = (Pr + xPi)B. On
pose la fonction

δ : z ∈ C 7→ det(Pr + zPi).

La fonction δ est polynomiale et est non identiquement nulle car
δ(i) = det(P ) ̸= 0. On en déduit qu’il existe un réel x0 tel que δ(x0) =
det(Pr + x0Pi) ̸= 0.
Ainsi, en posant P̃

def= Pr+x0Pi ∈ GLn(R) on obtient A = P̃BP̃−1.

Remarque 2.5.1 Comme R ⊂ C, on en déduit que deux matrices
sont semblables dans Mn(C) si et seulement si elle le sont dans
Mn(R).

Exercice 2.5.1
Source : [2]

Soit A ∈ Mn(R) telle que χA est scindé sur
R. Montrer que la matrice A est diagonalisable dans Mn(C) si et



seulement si elle l’est dans Mn(R).

2.6 Noyaux itérés

Proposition 2.6.1 – . Soit E un espace vectoriel de dimension
finie n ∈ N⋆. On considère f ∈ L (E).

— La suite
(

Ker(fk)
)
k∈N

est une suite croissante pour l’inclu-
sion et stationnaire à partir d’un certain rang r ∈ J0, nK.

— La suite
(

Im(fk)
)
k∈N

est une suite décroissante pour l’inclu-
sion et stationnaire à partir du même rang r.
(la suite vient de Noyaux itérés – Bibm@th.net)
De plus

Ker(fr) ⊕ Im(fr) = E.

Si on note dk
def= dim

(
Ker(fk)

)
, alors pour tout k ∈ N,

dk+1 − dk ⩾ dk+2 − dk+1,

autrement dit la suite de la différence des dimensions entre
deux noyaux itérés consécutifs est décroissante.

Voir aussi énoncé de [1] p. 44.

■ Démonstration. — La monotonie des deux suites est tri-
viale.

— Bien précisier l’existe de r en dimension finie.
Soit r le rang de stationnarité de la suite des noyaux itérés. Mon-
trons que pour tout k ∈ N,Ker(fr) = Ker(fr+k).
D’après le premier item, l’une des deux inclusions est véri-
fiée par croissance de la suite des noyaux itérés. Montrons la
deuxième. Soient k ∈ N et x ∈ Ker(fr+k+1). Alors fr+k+1(x) =
fr+1

(
fk(x)

)
= 0 soit fk(x) ∈ Ker(fr+1) = Ker(fr). Ainsi,

fr+k(x) = 0 et x ∈ Ker(fr+k).
— Montrons que Ker(fr) ⊕ Im(fr) = E.

D’après le théorème du rang, Rg(fr) + dim Ker(fr) = n. Il reste
à montrer que Ker(fr) ∩ Im(fr) = {0}.
Soit y ∈ Ker(fr)∩Im(fr). Alors il existe x ∈ E tel que y = fr(x).
De plus, fr(y) = 0 donc, en remplaçant y par son expression,
f2r(x) = 0 i.e. x ∈ Ker(f2r), qui est égal à Ker(fr) par définition
de r. On en déduit que y = fr(x) = 0. Ainsi Ker(fr) ∩ Im(fr) =
{0} et on a bien

Ker(fr) ⊕ Im(fr) = E.

Remarque 2.6.1 La propriété de somme directe, n’est plus
valable dans le cas d’un espace vectoriel de dimension infinie. En
effet, dans R[X], l’application dérivée met en défaut cette égalité.

Exercice 2.6.1
Source : [4] Planche no 2. Révisions algèbre
linéaire. Espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel et f un endomor-

phisme de E. Pour k ∈ N, on pose Nk
def= Ker(fk) et Ik

def= Im(fk)

https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./n/noyauxiteres.html
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puis N
def=
⋃
k∈N

Nk et I
def=
⋂
k∈N

Ik. (N est le nilespace de f et I le

coeur de f).

1. a) Montrer que les suites (Nk)k∈N et (Ik)k∈N sont respec-
tivement croissante et décroissante pour l’inclusion.

b) Montrer que N et I sont stables par f .
c) Montrer que pour tout k ∈ N,

(Nk = Nk+1) =⇒ (Nk+1 = Nk+2).

2. On suppose de plus que dimE = n, n ∈ N⋆.
a) Soit

A
def=
{
k ∈ N

∣∣ Nk = Nk+1
}

et B
def=
{
k ∈ N

∣∣ Ik = Ik+1
}
.

Montrer qu’il existe un entier p inférieur à n tel que
A = B = {k ∈ N | k ⩾ p}.

b) Montrer que E = Np ⊕ Ip.
c) Montrer que f|N est nilpotent et que f|I ∈ GL(I).

3. Trouver des exemples où A est vide et B est non vide et où
A est non vide et B est vide.

4. Pour k ∈ N, on pose dk
def= dim Ik. Montrer que la suite (dk −

dk+1)k∈N est décroissante. En déduire le sens de variation de
la suite

(
dimNk+1 − dimNk

)
k∈N⋆

.

2.7 Applications de Mn(K) → K conservant le
produit

Définition 2.7.1 – Forme multiplicative. Soit f une appli-
cation de Mn(K) dans K. L’application f est dite multiplicative si
pour tout matrices A et B de Mn(K), f(AB) = f(A)f(B).

Exercice 2.7.1
Source : [1] p. 53

Soit n ∈ N⋆ et f une forme multiplicative
de Mn(K) dans K autre que les constantes 0 et 1. Montrer que
M ∈ GLn(K) si et seulement si f(M) ̸= 0.

2.8 Matrices compagnon

Définition 2.8.1 – Matrice compagnon. Soit P le polynôme
définit par

P (X) def= Xp +
p−1∑
k=0

ckX
k ∈ K[X].



On appelle matrice compagnon de P la matrice

CP
def=


0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1
0 1 · · · 0 −c2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −cp−1

 .

Théorème 2.8.1 – . Soit P ∈ K[X]. Le polynôme P est égal au
polynôme caractéristique de sa matrice compagnon :

χCP
(X) = P (X).

Définition 2.8.2 – Cofacteurs. [5] ch4
Soient A ∈ Mn(K) et i, j ∈ J1, nK. On
note ∆i,j le déterminant de la matrice de
Mn−1(K) obtenue à partir de la matrice
A en supprimant la ligne i et la colonne
j.

— Le mineur d’indice i, j de la ma-
trice A est ∆i,j .

— Le cofacteur d’indice i, j de la ma-
trice A est (−1)i+j ∆i,j .

Proposition 2.8.1 – Développement

selon une ligne / colonne. Soit A
def
=

(ai,j )1⩽i,j⩽n ∈ Mn(K).

∀j ∈ J1, nK, det(A) =

n∑
i=1

ai,j (−1)i+j ∆i,j .

∀i ∈ J1, nK, det(A) =

n∑
j=1

ai,j (−1)i+j ∆i,j .

■ Démonstration. Par définition,

χCP
(X) = det(XIp − CP ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 · · · 0 c0
−1 X 0 c1

0 −1
. . .

...
...

...
. . .

. . . X cd−2
0 · · · 0 −1 X + cd−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Notons Dp(X, c0, . . . , cp−1) ce déterminant.
Le (1, 1)-cofacteur de (XIp − CP ) est Dp−1(X, c1, . . . , cp−1) et son
(1, p)-cofacteur est (−1)p+1δ où δ est le déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure de taille d− 1 et dont tous les éléments valent
−1 ; ainsi δ = (−1)p−1 et ce (1, p)-cofacteur vaut 1.
Le développement du déterminant Dp(X, c0, . . . , cp−1) par rapport à
sa première ligne fournit donc la relation :

Dp(X, c0, . . . , cp−1) = XDp−1(X, c1, . . . , cp−1) + c0.

Comme D1(X, cp−1) = X + cp−1,

det(XIp − CP ) = X

(
X

(
· · ·
(
X(X + cp−1) + cp−2

)
· · ·
)

+ c1

)
+ c0.

On reconnaît la construction de P par le schéma de Hörner. Ainsi le
polynôme caractéristique de CP n’est autre que P .

2.8.1 Endomorphisme cyclique

Définition 2.8.3 – Endomorphisme cyclique.
Source : Endomorphisme cyclique –
Bibm@th.net

Soit E un
K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u un endomor-
phisme de E. On dit que u est cyclique s’il existe x ∈ E tel que(
x, u(x), . . . , un−1(x)

)
est une base de E.

Les endomorphismes cycliques admettent des matrices particulières
dans la base précédente :

Proposition 2.8.2 – . Soit u un endomorphisme de E. Alors
u est cyclique si et seulement s’il existe une base de E dans la-
quelle la matrice de u est la matrice compagnon de son polynôme
caractéristique.

https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./c/cyclique.html
https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./c/cyclique.html
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Proposition 2.8.3 – . Soit f un endomorphisme cyclique. Tout
endomorphisme qui commute avec f est un polynôme en f .

■ Démonstration.Source : [1] p. 58 Tous les polynômes en f commutent avec f .
Réciproquement, on va montrer que seuls les polynômes en f com-
mutent avec f . On note B

def= (e0, . . . , en−1) la base dans laquelle f
admet pour matrice la matrice compagnon de son polynôme caracté-
ristique (qui existe d’après lien). Par définition, on a donc :

∀p ∈ J0, n− 2K, f(ep) = ep+1. (⋆)

Soit g ∈ L (E) tel que f ◦ g = g ◦ f . Le vecteur g(e0) se décompose sur
la base B :

∃(λ0, . . . , λn−1) ∈ Kn, g(e0) =
n−1∑
k=0

λkek.

Nous allons montrer que g =
n−1∑
k=0

λkf
k. Pour cela, nous allons prouver

que :

∀p ∈ J0, n− 1K, g(ep) =

(
n−1∑
k=0

λkf
k

)
(ep)

par récurrence sur p : l’égalité proviendra du fait que les deux applica-

tions linéaires
n−1∑
k=0

λkf
k et g coïncident sur une base.

▷ On a fk(e0) = ek par récurrence immédiate sur k ∈ J0, n − 1K.
On a donc

g(e0) =
n−1∑
k=0

λkf
k(e0).

▷ Supposons que 0 ⩽ p ⩽ n− 2 et que g(ep) =
n−1∑
k=0

λkf
k(ep). On

compose par f , qui est linéaire : (f ◦ g)(ep) =
n−1∑
k=0

λkf ◦ fk(ep).

On utilise l’hypothèse de commutativité :

(g ◦ f)(ep) =
n−1∑
k=0

λkf
k
(
f(ep)

)
.

Cela s’écrit, grâce à (⋆) : g(ep+1) =
n−1∑
k=0

λkf
k(ep+1). La récur-

rence est établie et g =
n−1∑
k=0

λkf
k.

Tout endomorphisme qui commute avec f est donc un polynôme
en f . Ainsi l’ensemble des endomorphismes commutant avec f
est :

Vect
(

IdE , f, f2, . . . , fn−1
)
,

on retrouve ainsi que c’est un sous-espace vectoriel de L (E).



2.8.2 Théorème de Cayley-Hamilton

Théorème 2.8.2 – Cayley-Hamilton. Le polynôme carac-
téristique est un polynôme annulateur.

Source : note de [6]
En recherchant l’inverse d’un quaternion, William Hamilton démontre,
en 1853, le résultat pour la dimension 4 sans vraiment l’exprimer. Ar-
thur Cayley énonce le résultat pour de matrices carrées d’ordre n, le
démontre pour n = 2, prétend l’avoir fait pour n = 3 et dit qu’il ne lui
semble pas nécessaire de le démontrer dans le cas général . . . Georg
Frobenius fournit la première démonstration génrérale en 1878.

L’exercice suivant, issu du premier sujet de l’agrégation interne de 2022,
démontre ce résultat. Cette preuve est basée sur le calcul du polynôme
caractéristique d’une matrice compagnon et de l’étude du plus petit
sous-espace stabilisé par une matrice et contenant un vecteur donné.

Exercice 2.8.1 Soit p un entier strictement positif et soit M
une matrice de Mp(C).
Étant donné un élément x quelconque non nul de Cp on pose

µ
def= min

{
r ⩾ 1

∣∣∣ (x,Mx, . . . ,Mrx
)

est liée dans Cp
}
.

1. Montrer qu’il existe un élément (α0, . . . , αµ−1) de Cµ et une
matrice N de Mp−µ(C) tels que la matrice M soit semblable
à une matrice M ′ de la forme suivante

0 · · · · · · 0 −α0 ⋆

1 0
... −α1 ⋆

0 1
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0 −αµ−2 ⋆

0 · · · 0 1 −αµ−1 ⋆

O · · · · · · O O N


où les ⋆ représentent des lignes d’éléments de C et les O
représentent des colonnes nulles.

2. Montrer que χM (M)x = 0.
3. Montrer que χM est un polynôme annulateur de M .

▶ Solution. Source : Correction de la RMS 132 3

1. — La famille
(
x,Mx, . . . ,Mpx

)
est un système de p+ 1 vec-

teurs de Cp d’un espace vectoriel de dimension p. Il est donc
lié. Il existe donc µ, minimum de r tel que (x,Mx, . . . ,Mrx)
est lié et µ ⩽ p.

— Par construction, la famille
(
x,Mx, . . . ,Mµ−1x

)
est libre

et
(
x,Mx, . . . ,Mµ−1x,Mµx

)
est liée. Il en résulte une éga-

lité :

Mµ(x) = α0x+ α1Mx+ · · · + αµ−1M
µ−1x

pour un unique µ-uplet (α0, . . . , αµ−1) de Cµ.
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A

B

C

A′

B′

C′

— Notons f : x 7→ Mx l’endomorphisme de Cp et

V
def= Vect

(
x,Mx, . . . ,Mµ−1x

)
;

l’application f envoie chaque M ix, pour 0 ⩽ i ⩽ µ− 1, sur
un élément de V . Ainsi V est stabilisé par f . Notons e1

def=
x, e2

def= Mx, . . . , eµ
def= Mµ−1x. Le système (e1, . . . , eµ) est

une base de V . Complétons ce système par (eµ+1, . . . , ep)
tels que (e1, . . . , ep) est une base de Cp.

f(e1) = e2, . . . , f(eµ−1) = eµ, f(eµ) = −αµ−1eµ−1−· · ·−α0e1.

— Notons Π le polynôme Xµ + αµ−1Xµ−1 + · · · + α1X + α0.
La matrice de f dans la base (e1, . . . , ep) est une matrice

M ′ def=
(
CΠ L

O N

)
. Elle est bien du type voulu.

La matrice M ′ est semblable à M car M et M ′ représentent
toutes deux f , l’une dans la base canonique et l’autre dans
la base des ei.

2. On a Π(M)x = Mµx − αµ−1Mµ−1x − · · · − α0x. Or d’après
Section 2.8 on page 19, on d’une part Π = χCΠ et d’autre part

XIp −M ′ =
(
XIµ − CΠ −L

O XIp−µ −N

)
.

Donc det(XIp −M ′) = det(XIµ − CΠ) det(XIp−µ −N). Ainsi
Π divise χM′ et comme M ′ est semblable à M , χM = χM′ . Il
en résulte : χM (M)x = 0.

3. Pour tout x ∈ Cp, on a χM (M)x = 0 c’est-à-dire que χM (M)
est la matrice nulle.

◁

2.9 Caractérisation des homothéties

Proposition 2.9.1 – Caractérisation des homothéties. Soit
E un espace vectoriel et f ∈ L (E). L’application f est une ho-
mothétie si et seulement si la famille

(
x, f(x)

)
est liée pour tout

x ∈ E.

■ Démonstration. Raisonnons par double implication.

(⇒) On suppose que l’application f est une homothétie. Alors il existe
un scalaire non nul λ tel que pour tout x ∈ E, f(x) = λx. Ainsi,
la famille

(
x, f(x)

)
est liée pour tout x ∈ E.

(⇐)
Source : Une caractérisation des homothéties
– marocprepa.com

On suppose que la famille
(
x, f(x)

)
est liée pour tout x ∈ E.

On pose
f : x 7→ λxx.

Soient y ∈ E non nul et x ∈ E. Montrons que λx = λy ce qui
assurera que f est une homothétie.
Distinguons deux cas :

— Cas où x ∈ Vect(y). Alors il existe un scalaire non nul λ tel
que x = λy. En composant cette relation par f on obtient

f(x) = λf(y)

http://marocprepa.com/site/homothetiecarac
http://marocprepa.com/site/homothetiecarac


soit : λxx = λλyy,

en remplaçant x : λxλy = λλyy,

en factorisant : λ(λx − λy)y = 0.

Or λ ̸= 0 et y ̸= 0E donc nécessairement λx = λy .

— Cas où x ̸∈ Vect(y). On pose z
def= x+ y. Par définition de

l’application f , f(z) = λzz soit f(z) = λz(x+ y).
On peut aussi écrire f(z) = f(x) + f(y) = λxx+ λyy.
En égalant ces deux expressions, on obtient

(λx − λz)x+ (λy − λz)y = 0

et par liberté de la famille (x, y), on aboutit à λx = λy .

2.10 Inversion par sommation géométrique des
endomorphismes nilpotents

Exercice 2.10.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n ∈ N⋆ et u ∈ L (E). On suppose que u est nilpotent.
Montrer que IdE − u est bijective et déterminer son inverse.

Proposition 2.10.1 – Formule de
Bernoulli.

a
n − b

n = (a − b)

n−1∑
k=0

a
k
b

n−k−1

▶ Solution. D’après le cours sur la réduction des endomorphismes,
un = 0. Alors, comme IdE et u commutent,

IdE = IdE − un = (IdE − u) ◦

(
n−1∑
k=0

uk

)
.

On en déduit que IdE − u est inversible et que

(IdE − u)−1 =
n−1∑
k=0

uk.

◁

Un résultat analogue : [cite : Fred JEAN]

Proposition 2.10.2 – Série de Neumann. Si une matrice
A ∈ Mn(R) vérifie A < 1, alors la matrice In −A est inversible.

■ Démonstration. En effet, pour une telle matrice A, la série
∞∑
k=0

Ak est convergente (car normalement convergente). En faisant

alors tendre p vers l’infini dans l’identité(
p∑
k=0

Ak

)
(In −A) = (In −A)

(
p∑
k=0

Ak

)
= In −Ap+1,
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on obtient que la matrice In−A est inversible, d’inverse
∞∑
k=0

Ak, puisque

Ap → 0 quand p → ∞.

2.11 Matrices de taille 3 d’ordre de nilpotence égal
à 2

Exercice 2.11.1 Déterminer toutes les matrices M ∈ M3(K)
telles que M2 = 0.

▶ Solution.Source : énoncé de [7]

▷ Si M est la matrice nulle, elle est solution de l’équation.
▷ Supposons que M n’est pas la matrice nulle. Soit φ l’endomor-

phisme canoniquement associé à M .
Comme M est non nulle, existe donc un vecteur x tel que
φ(x) ̸= 0. Par le théorème du rang,

Rgφ+ dim Kerφ = 3.

Comme M2 = 0, Imφ ⊂ Kerφ et donc Rgφ ⩽ dim Kerφ et
comme Rgφ ⩾ 1 (car M ̸= 0), nécessairement,

Rgφ = 1 et dim Kerφ = 2.

Comme φ(x) ∈ Kerφ, il existe z ∈ Kerφ tel que la famille
{φ(x), z} est une base de Kerφ.
Montrons que la famille F

def= {x, φ(x), z} est libre.
Soit (α, β, γ) ∈ K3 tel que

αx+ βφ(x) + γz = 0.

En composant cette relation par φ on obtient immédiatement
α = 0 car z ∈ Kerφ et φ2 = 0. La liberté de la famille {φ(x), z}
permet de conclure.

La matrice de φ dans cette base est A
def=

(
0 0 0
1 0 0
0 0 0

)
.

Les matrices solutions sont donc dans l’ensemble

S
def=
{{

0
}

∪
{
P−1AP,P ∈ GL3(K)

}}
.

▷ Réciproquement, comme A2 = 0, toutes les matrices de S sont
nilpotentes d’ordre 2.

Finalement l’ensemble des solutions est S . ◁

2.12 Famille libre engendrée par un endomorphisme
nilpotent

Exercice 2.12.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
n non nulle et f ∈ L (E) un endomorphisme nilpotent d’ordre de
nilpotence égal à p > 1. Montrer qu’il existe un vecteur x0 ∈ E tel



que la famille F
def=
(
x0, f(x0), . . . , fp−1(x0)

)
est une famille libre.

En déduire que p ⩽ n.

▶ Solution. — Justifions tout d’abord l’existence de x0 ∈ E tel
que fp−1(x0) ̸= 0. Par définition, l’ordre de nilpotence p est
le plus petit entier tel que fp est l’endomorphisme nul. Ainsi
fp−1 n’est pas l’endomorphisme nul et il existe x0 ∈ E tel que
fp−1(x0) ̸= 0.

— Soit (λ0, . . . , λp−1) ∈ Kp tel que

λ0x0 + λ1f(x0) + · · · + λp−1f
p−1(x0) = 0. (⋆)

L’objectif est de montrer que les λi sont tous nuls. Pour cela nous
allons composer cette relation par une succession d’applications
qui permettrons d’isoler chacun des coefficients et de conclure
sur leur nullité.
En composant la relation (⋆) par fp−1 on obtient

λ0f
p−1(x0) +

p−1∑
k=1

λkf
k+p−1(x0) = 0.

Or l’endomorphisme f est nilpotent d’ordre p donc le deuxième
terme est nul et comme fp−1(x0) ̸= 0, nécessairement λ0 = 0.
En composant la relation (⋆) successivement par fp−k pour
k ∈ J2, p− 1K on obtient λ1 = 0, . . . , λp−1 = 0.
Finalement, la famille F est libre.

— Nous venons de construire une famille libre de p éléments dans
un espace de dimension n donc p ⩽ n.

◁

On tire de cet exercice un résultat intéressant :

Proposition 2.12.1 – Majoration de l’ordre de nilpotence.
Considérons un endomorphisme nilpotent sur un espace E de di-
mension finie ; son ordre de nilpotence est majoré par la dimension
de l’espace E.

2.13 Matrices de rang 1

Proposition 2.13.1 – Caractérisation des matrices de
rang 1. Une matrice A ∈ Mn,p(R) est de rang 1 si et seulement
s’il existe deux matrices colonnes non nulles (pas nécessairement
uniques) X ∈ Mn,1(R) et Y ∈ Mp,1(R) telles que A = XY ⊤.

■ Démonstration. (⇒) Soit A ∈ Mn,p(R), une matrice de rang
1. On note C1, . . . , Cp ses colonnes. L’hypothèse RgA = 1 se
traduit par le fait que les colonnes de la matrice A sont propor-
tionnelles. Autrement dit, il existe un vecteur X

def= (x1 · · ·xn)⊤

et (λ1, . . . , λp) tous non nuls tels que

∀k ∈ J1, pK, Ck = λkX.
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En posant Y
def= (λ1 · · ·λp)⊤, on peut écrire A = XY ⊤.

(⇐) Soient X ∈ Mn,1(R) et Y ∈ Mp,1(R), deux matrices colonnes
non nulles.
On note Y

def= (y1 · · · yp)⊤ où aucun des yi n’est nul. Alors,

XY ⊤ = X × (y1 · · · yp) =
[
y1X · · · ypX

]
Les colonnes de la matrice résultante sont proportionnelles donc
cette matrice est de rang égal à 1.

Remarque 2.13.1 Il n’y a pas unicité du couple (X,Y ). En effet
si ce couple convient, le couple

(
2X, 1

2Y
)

convient aussi.

Exercice 2.13.1 Soit A une matrice carrée de rang 1. Montrer
qu’il existe λ ∈ K tel que A2 = λA.

▶ Solution. D’après Section 2.13 on the previous page, il existe
X ∈ Mn,1(R) et Y ∈ Mp,1(R) telles que A = XY ⊤. Ainsi,

A2 =
(
XY ⊤

)(
XY ⊤

)
= X

(
Y ⊤X

)︸ ︷︷ ︸
def
= λ∈K

Y ⊤

A2 = λA

De plus λ = TrA. ◁

Compléter avec le problème 2 Partie I de CCINP PSI 2022.

Exercice 2.13.2
Source : Classiques réduction – elearning-
cpge.com

1. Montrer que A2 = Tr(A)A.
2. En déduire que la matrice A est diagonalisable si et seulement

si TrA ̸= 0.
3. Montrer que si TrA ̸= 0, alors la matrice A est semblable

dans Mn(R) à la matrice Diag(0, . . . , 0,TrA).
4. On suppose que TrA = 0 et on désigne par f l’endomorphisme

de Mn,1(K) canoniquement associé à A.

a) Montrer que U ∈ Ker f et justifier l’existence d’une base
de Ker f de la forme (E1, . . . , En−2, U).

b) Soit W
def= 1

V⊤V
V . Montrer que (E1, . . . , En−2, U,W )

est une base de Mn,1(K) et écrire la matrice de f dans
cette base.

c) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle
sont semblables dans Mn(K).

▶ Solution. ◁

https://www.elearning-cpge.com/classique/classiques-reduction/
https://www.elearning-cpge.com/classique/classiques-reduction/


2.14 Sous-espace engendré par les matrices
nilpotentes

Exercice 2.14.1 Déterminer le sous-espace vectoriel de Mn(K)
engendré par les matrices nilpotentes.

▶ Solution. On note

N l’ensemble des matrices nilpotentes,

T l’ensemble des matrices de trace nulle.

Définition 2.14.1 – Hyperplan. Soit
E un K-espace vectoriel de dimension n ∈
N⋆. Un sous-espace vectoriel H de E est
un hyperplan de E si dimH = n − 1.

Théorème 2.14.1 – Hyperplan &
Formes linéaires. Si φ est une forme
linéaire sur E non nulle, alors Kerφ est
un hyperplan de E.

Nous allons montrer que Vect(N) = T.
L’ensemble T est le noyau de la forme linéaire non nulle qu’est la trace,
c’est donc un hyperplan de Mn(K) et est de dimension n2 − 1.
Raisonnons par double inclusion.

(⊂) Comme le spectre d’une matrice nilpotente est réduit à 0, toute
matrice nilpotente est semblable à une matrice triangulaire à
éléments diagonaux nuls. La trace étant un invariant de similitude,
toute matrice nilpotente est de trace nulle.
On en déduit le même résultat sur la trace de toute combinaison
linéaire de matrices nilpotentes.

Source : [8] p. 12(⊃) Les matrices Eij de la base canonique avec i ̸= j sont nilpotentes
d’ordre 2. Ces matrices engendrent l’espace des matrices de
diagonale nulle. Il nous reste donc à obtenir l’espace des matrices
diagonales de trace nulle. L’ensemble T est engendré par{

Ekℓ + Eii − Ejj
∣∣∣ k ̸= ℓ, i ̸= j

}
.

Les matrices Eii−Ejj avec i ̸= j engendrent l’espace des matrices
diagonales de trace nulle. Ces matrices ne sont pas nilpotentes
mais on va pouvoir les obtenir comme combinaisons linéaires de
matrices nilpotentes.
Regardons déjà le cas n = 2. Une matrice nilpotente de trace nulle
avec 1 et −1 sur la diagonale, doit être de rang 1. On constate

effectivement que

(
1 −1
1 −1

)
est bien nilpotente. Construisons

une matrice analogue de taille n.
Pour 2 ⩽ i ⩽ n, considérons alors la matrice

Fi
def= E11 − E1i + Ei1 − Eii.

Cette matrice étant de rang égal à 1, d’après Section 2.13 on the
facing page F 2

i = Tr(Fi)Fi = 0 puisque Tr(Fi) = 0. Les matrices
Fi sont donc nilpotentes.
Ainsi l’espace Vect(N) contient Fi + E1i − Ei1 = E11 − Eii pour
2 ⩽ i ⩽ n et donc l’espace des matrices diagonales de trace nulle.

On a ainsi montré que Vect(N) = T. ◁

Fi =



1 0 · · · 0 −1 0 · · · 0
0 0 0
...

...
...

0 0 0
1 0 · · · 0 −1 0 · · · 0
0 0 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0
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2.15 Produit de matrices nilpotentes
commutantes

Exercice 2.15.1
Source : [5]

Soient A et B deux matrices de Mn(C) qui
commutent.

1. On suppose que B est nilpotente.

a) Montrer que A + B est inversible si et seulement si A
est inversible.

b) Montrer que det(A+B) = det(A).
2. Soient A1, . . . , An des matrices nilpotentes qui commutent

deux à deux. Montrer que A1 × · · · ×An = 0.

▶ Solution.Source : [4] Planche no 5. Réduction. Corrigé

▷ Si u est inversible,

det(u+ v) = det(u) ⇔ det(u)×det
(

Id + u−1v
)

= det(u) ⇔ det
(

Id + u−1v
)

= 1.

Les endomorphismes u et v commutent et donc u−1 et v égale-
ment ♦ .

♦ u ◦ v = v ◦ u

⇒ v = u
−1 ◦ v ◦ u

⇒ v ◦ u−1 = u
−1 ◦ v

Mais alors, puisque v est nilpotent, l’endomorphisme

w
def= u−1v l’est également. Il reste donc à calculer det(Id + w) où

w est un endomorphisme nilpotent. On remarque que det(Id + w) =
(−1)nχw(−1). Il est connu que 0 est l’unique valeur propre d’un
endomorphisme nilpotent et donc χw = Xn puis det(Id + w) = 1.
Le résultat est donc démontré dans le cas où u est inversible.

▷ Si u n’est pas inversible, u+xId est inversible sauf pour un nombre
fini de valeurs de x et commute toujours avec v. Donc, pour
tout x sauf peut-être pour un nombre fini, det(u+ xId + v) =
det(u+ xId). Ces deux polynômes coïncident en une infinité de
valeurs de x et sont donc égaux. Ils prennent en particulier la
même valeur en 0 ce qui refournit det(u+ v) = detu.

◁

▶ Solution. 1. Comme les matrices A et B commutent, elles
sont cotrigonalisables (lien vers l’exercice correspondant). De
plus comme la matrice B est nilpotente, dans toute base dans
laquelle elle est triangulaire, sa diagonale est nulle (le spectre
d’une matrice nilpotente est réduit à 0). Ainsi dans une base de
cotrigonalisation des matrices A + B et A, leur diagonale sont
égales et donc leur déterminant (qui sont égaux au produit des
termes diagonaux).

A+B ∼

(
λ1 · · · ⋆

0
. . .

...
0 0 λn

)
+

(
0 ⋆ ⋆

0
. . . ⋆

0 0 0

) 2.
Source : [9] p. 117

Comme les matrices A1, . . . , An sont trigonalisables et com-
mutent, elles sont cotrigonalisables : il existe donc T1, . . . , Tn
triangulaires supérieures strictes et P inversible telles que Ai =
PTiP

−1
i pour tout i ∈ J1, nK.

Montrons par récurrence sur k ∈ J1, nK que les coefficients en
position (i, j) avec i ⩾ j − k+ 1 de la matrice T1 · · ·Tk sont nuls.

— Pour k = 1, il s’agit simplement de la définition d’une
matrice triangulaire supérieure stricte.

— Soit k ∈ J1, n− 1K telle que les coefficients en position (i, j)
avec i ⩾ j − k + 1 de la matrice T1 · · ·Tk sont nuls.



Soit (i, j) tel que i ⩾ j − k. Avec des notation évidentes,

[T1 · · ·Tk+1]i,j =
n∑
ℓ=1

[T1 · · ·Tk]i,ℓ[Tk+1]ℓ,j

comme Tk+1 ∈ T ++
n =

j−1∑
ℓ=1

[T1 · · ·Tk]i,ℓ[Tk+1]ℓ,j

= 0, car i ⩾ ℓ− k + 1.

La récurrence est terminée et l’on en déduit en considérant le
cas k = n que la matrice T1 · · ·Tn est nulle. En conclusion,

A1 · · ·An = PT1 · · ·TnP−1 = 0.

Deuxième démonstration :

Lemme 2.15.1
Source : [9] p. 33

Soit u et n deux endomorphismes de E tels
que u est non nul, n est nilpotent et u ◦ n = n ◦ u. Montrer
que Rg(u ◦ n) < Rg(u).

■ Démonstration. Comme u et n commutent, n laisse stable
Imu. Notons ñ l’endomorphisme induit par n sur Imu. Comme
n est nilpotent, ñ est également nilpotent et donc, en particulier,
non inversible.
La formule du rang appliquée à ñ donne alors :

Rg u = dim Imu = Rg ñ+ dim Ker ñ > Rg ñ.

On conclut en remarquant que Im ñ = n(Imu) = Im(n ◦ u). ◁

Revenons à la démonstration du résultat.
Soit A1, . . . , An des matrices nilpotentes qui commutent deux à deux.
On suppose qu’elles sont toutes non nulles car si ça n’est pas le cas, le
résultat est immédiat.
D’après le lemme,

0 ⩽ Rg(A1 · · ·An) < Rg(A1 · · ·An−1) < · · · < Rg(A1) < n.

Donc Rg(A1 · · ·An) = 0 et A1 · · ·An est la matrice nulle. ◁

2.16 Si AB − BA = A . . .

Exercice 2.16.1
Source : Exercices de J.-L. Rouget (fic00118
exo 28)

Soient n ∈ N⋆, A et B deux matrices de
Mn(R) telles que AB − BA = A. Montrer que pour tout p ∈ N⋆,
Tr(Ap) = 0.

Proposition 2.16.1 – Propriétés de
la trace. Soit (A,B) ∈ Mn(K)2.

Tr(AB) = Tr(BA),

Tr(A + λB) = Tr(A) + λTr(B).

▶ Solution. Soit p ∈ N⋆. On écrit

Ap = Ap−1(AB −BA) = ApB −Ap−1BA.

http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00118.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00118.pdf


30 CHAPITRE 2. ALGÈBRE LINÉAIRE, MATRICES

On composant cette relation par la trace on obtient d’après ses pro-
priétés

Tr(Ap) = Tr(ApB) − Tr
(

(Ap−1B)A
)

= Tr(ApB) − Tr
(
A(Ap−1B)

)
Tr(Ap) = 0.

◁

Exercice 2.16.2
Source : [1] p. 47

Soient n ∈ N⋆, A et B deux matrices de Mn(R)
telles que AB −BA = A.

1. Montrer que la matrice A n’est pas inversible.
2. Montrer que pour tout k ∈ N⋆, ABk − BkA = kAk. En

déduire que la matrice B est nilpotente.

2.17 Application du théorème de recollement

Exercice 2.17.1
Source : [5]

Soient E et F deux espaces vectoriels de
dimension finie et f ∈ L (E,F ). On note

H
def=
{
g ∈ L (F,E)

∣∣∣ f ◦ g ◦ f = 0
}
.

Déterminer la dimension de H en fonction de dimE, dimF et
Rg f .

Source : [5] Ch3, Th2

Théorème 2.17.1 – Sommes directe
& Applications linéaires. On suppose

que E =
m⊕

i=1

Ei. Pour tout indice i ∈

J1,mK, on considère une application li-
néaire φi de Ei dans F . Alors, il existe
une unique application linéaire φ de E
dans F telle que pour tout i ∈ J1,mK, la
restriction de φ à Ei soit égale à φ.

▶ Solution. — On montre que H est un sous-espace vectoriel
de L (F,E). Soit W un supplémentaire de Im f dans F .

— Nous allons construire un isomorphisme entre H et un ensemble
dont on peut calculer la dimension ♦ .

Méthode 2.17.1 ♦

On pose

ψ :
H −→ L (Im f,Ker f) × L (W,E)

g 7−→
(
g| Im f , g| Ker f

) .

Montrons que ψ est un isomorphisme.

▷ Montrons que ψ est bien définie :
soient x ∈ E et g ∈ H ,

ψ(g)(x) =
(
g| Im f (x), g|W (x)

)
.

De plus, Im g ◦ f ⊂ Ker f donc g| Im f ∈ L (Im f,Ker f).

(f ◦ g ◦ f)(x) = f

(
g
(
f(x)︸︷︷︸
def
= y

))
= f
(
g| Im f (y)︸ ︷︷ ︸

∈Ker f

)
= 0.

La linéarité est triviale.
▷ Montrons que ψ est surjective.

Soit (g1, g2) ∈ L (Im f,Ker f) × L (W,E).
Par théorème de recollement des applications linéaires, il

existe une application g ∈ L (F,E) telle que

{
g| Im f = g1

g|W = g2
.



Soit x ∈ E, (f◦g◦f)(x) = f

(
g
(
f(x)︸︷︷︸
∈Im f

))
= f

(
g1
(
f(x)

)︸ ︷︷ ︸
∈Ker f

)
=

0 donc g ∈ H et ψ est sujective.
▷ Montrons que ψ est injective.

Soit g ∈ Kerψ. Alors
(
g| Im f , g|W

)
=
(

0L (F,E), 0L (F,E)
)
.

Donc g = 0L (F,E) et Kerψ = {0L (F,E)} soit ψ est injec-
tive.
Finalement, ψ est un isomorphisme.
Il y a donc égalité des dimensions entre les espaces de départ
et d’arrivée de ψ. Ainsi,

dim H = dim
(
L (Im f,Ker f)

)
+ dim

(
L (W,E)

)
= Rg f × dim Ker f + dimW × dimE

= Rg f × (dimE − Rg f) + (dimF − Rg f) × dimE

dim H = dimE dimF − (Rg f)2

Remarque 2.17.1 Si dimE = dimF et que f est bijective,
le résultat est cohérent. De même si f = 0L (E,F ).

◁

Une solution plus visuelle :

▶ Solution. SoitW un supplémentaire de Im f dans F : Im f⊕W =
F et soit V un supplémentaire de Ker f dans E : Ker f ⊕ V = E.
Soit B

def= (e1, . . . , er, er+1, . . . , ep) une base adaptée à la décomposi-

tion Im f ⊕ W = F et soit B′ def= (ε1, . . . , εn−r, εn−r+1, . . . , εn) une
base adaptée à la décomposition Ker f ⊕ V = E.

g ∈ H ⇐⇒ g(Im f) ⊂ Ker f

⇐⇒ MatB,B′ (g) =
(
⋆ ⋆

0 ⋆

)
à finir.... ◁

2.18 Rang des puissances d’un endomorphisme
nilpotent

Exercice 2.18.1
Source : [9]

Soient E un K-espace espace vectoriel de
dimension n et u ∈ L (E) nilpotent de rang n− 1. Déterminer le
rang uk pour k ∈ N⋆.

▶ Solution. On a, par hypothèse, dim(Keru) = 1 et la chaîne
d’inclusions

{0} = Ker(u0) ⊂ Ker(u) ⊂ · · · ⊂ Ker(un−1) ⊂ Ker(un) = E
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puis, pour tout k ⩾ n,Ker(un) = E.
Si k ∈ J0, nK alors

uk :
Ker(uk+1) −→ Ker(uk)

x 7−→ u(x)

définit une application linéaire dont le noyau est Ker(uk+1) ∩ Ker(u),
soit Ker(u).
Le théorème de rang fournit dim(Keruk) ⩾ Rg uk = dim(Keruk+1)−1
d’où dim(Keruk+1) − dim(Keruk) ∈ {0, 1}.
On en déduit déjà que pour tout k ∈ J0, nK, dim(Keruk) ⩽ k.
S’il existe k dans J0, n− 1K pour lequel dim(Keruk+1) = dim(Keruk)
alors Keruk = Keruk+1 et, pour p ∈ N, ... ◁

2.19 Rang d’un endomorphisme nilpotent

Exercice 2.19.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n,
u ∈ L (E) tel que un = 0 et un−1 ̸= 0. Déterminer le rang de u.

Il s’agit de la réciproque de l’exercice précédent.

▶ Solution. D’après l’exercice référence il existe x0 ∈ E tel que la
famille

(
uk(x0)

)
0⩽k⩽n−1

est une base de E. La matrice de u dans
cette base est 

0 · · · · · · 0

1
. . .

...
. . .

. . .
...

0 1 0

 ,

une matrice de rang n− 1. ◁

2.20 [4] Planche no 3. Révision algèbre linéaire.
Matrices

Exercice 2.20.1
Source : [4] Planche no 2. Révisions algèbre
linéaire. Espaces vectoriels

Soient E un C-espace vectoriel non nul de
dimension finie n et f un endomorphisme de E tel que pour tout
x ∈ E, il existe p ∈ N⋆ tel que fp(x) = 0. Montrer que f est
nilpotent.

Exercice 2.20.2 Soient E
def= Kn[X] et u est l’endomorphisme

de E défini par : ∀P ∈ E, u(P ) = P (X + 1) − P .

1. Déterminer Keru et Imu.
2. Déterminer explicitement une base de E dans laquelle la

matrice de u s’écrit
0 1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · 0

 .



Exercice 2.20.3 Calculer l’inverse de la matrice

(0
0

) (1
0

) (2
0

)
· · ·

(
n−1

0

) (
n
0

)
0

(1
1

) (2
1

)
· · · · · ·

(
n
1

)
...

. . .
(2

2

) ...

. . .

0 · · · · · · 0
(
n
n

)


.

Exercice 2.20.4 Soit A ∈ Mn(K). Calculer le déterminant de
sa comatrice.

▶ Solution. On a toujours A comA⊤ = det(A)In. Par passage
au déterminant et puisqu’une matrice a même déterminant que sa
transposée, on obtient

det(A) det(comA) = (detA)n.

— Si detA ̸= 0, on en déduit que det(comA) = (detA)n−1.
— Si detA = 0, alors A comA⊤ = 0 et donc comA⊤ est soit nulle,

soit diviseur de zéro, et donc dans touts les cas non inversible. Il
en est de même de comA et donc det(comA) = 0 = (detA)n−1.
Finalement,

∀A ∈ Mn(R), det(comA) = (detA)n−1.

◁

Exercice 2.20.5 Soit A ∈ Mn(K). Étudier le rang la comatrice
de A en fonction du rang de A.

Exercice 2.20.6 Existe-t-il deux matrices carrées A et B telles
que AB −BA = In.

▶ Solution. Soit n ∈ N⋆. Supposons qu’il existe deux matrices A
et B dans Mn(K) telles que AB−BA = In. Alors, en composant cette
relation par la trace on obtient, par linéarité,

Tr(AB) − Tr(BA) = n,

or Tr(AB) = Tr(BA) donc on aboutit à n = 0 ce qui est absurde.
Finalement, il n’existe pas de tel couple. ◁

Exercice 2.20.7 Soit f une forme linéaire sur Mn(C) (n ⩾ 2)
telle que ∀(A,B) ∈ Mn(C), f(AB) = f(BA). Montrer qu’il existe
un complexe α tel que f = αTr.

Exercice 2.20.8 Pour A matrice nilpotente donnée, on pose

exp(A) def=
+∞∑
k=0

Ak

k! .

1. Montrer que si A et B commutent et sont nilpotentes alors
A+B est nilpotente et exp(A+B) = exp(A) × exp(B).
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2. Montrer que exp(A) est inversible.
3. Calculer exp(A) où A est un bloc de Jordan.

Exercice 2.20.9 Soient A ∈ M3,2(R) et B ∈ M2,3(R) telles que

AB =

(
8 2 −2
2 5 4

−2 4 5

)
. Justifier l’existence de A et B puis calculer

BA.

Exercice 2.20.10 Montrer que tout hyperplan de Mn(R)
contient des matrices inversibles.

Exercice 2.20.11 Soient A1, . . . , Ap des matrices distinctes et

inversibles de Mn(R) telles que G
def= {A1, . . . , Ap} soit stable par

la multiplication.
Soit A

def= A1 + · · · +Ap. Montrer que TrA est un entier divisible
par p.

2.21 Un endomorphisme nilpotent

Exercice 2.21.1
Source : [2]

Soit E un C-espace vectoriel de dimension
finie, α ∈ C⋆, et f, g des endomorphismes de E tels que :

f ◦ g − g ◦ f = αf et g est diagonalisable.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

fn ◦ g − g ◦ fn = nαfn.

2. En déduire que f est nilpotent.



Déterminants 3
L’utilisation des matrices et des déterminants trouve son origine dans
l’étude systématique des systèmes linéaires menée à partir du xviie

siècle. Alors que Leibniz et Mac Laurin avaient déjà introduit les nota-
tions à indices et résolu les systèmes à deux ou trois inconnues Cramer,
en 1754, comprend que les solutions d’un systèmes linéaire s’expriment
comme le quotient de deux expressions polynomiales multilinéaires des
coefficients du système. Ces expressions représentent des déterminants
mais ces derniers, étudiés notamment par Vandermonde et Laplace
ne sont définis alors que par récurrence sur la taille (autrement dit
par le développement par rapport à une rangée). On doit également à
Laplace l’interprétation du déterminant en termes de volume. Par le
suite, au début du xixe siècle Gauss, dans ses recherches sur les formes
quadratiques, représente les changements de base dans R3 à l’aide de
tableaux de nombres (les matrices) et introduit le produit de deux de
ces tableaux pour obtenir la composée de deux changements de bases.
Cela devait suggérer en 1812 à Cauchy la règle générale du produit de
deux déterminants ; il lui revient d’imposer la terminologie moderne.

[10] p. 184.

Interprétation géométrique du déterminant
en dimension 2

a c

b

d

bc

dc

2

ab/2

A

x⃗

y⃗

x⃗ =
(
a
b

)
et y⃗ =

(
c
d

)
A = (a + c)(b + d) − 2

(
ab

2
+ bc +

dc

2

)
= ad − bc

A =

∣∣∣a c
b d

∣∣∣
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Toepn(a, b, c)
def
=


a b
c a b

c
. . .

. . .

. . .
. . . b
c a

 .

3.1 Déterminant tridiagonal

Définition 3.1.1 – Matrice tridiagonale. Soit n ∈ N⋆. Une
matrice Mn

def= (mi,j) ∈ Mn(K) est dite tridiagonale si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, mi,j = 0 si |i− j| > 1.

Pour mettre en avant la structure de la matrice Mn, on l’écrit sous la
forme

Mn =


a1 b1
c1 a2 b2

c2
. . .

. . .

. . .
. . . bn−1
cn−1 an

 .

Remarque 3.1.1 Les matrices de la suite (Mn)n∈N⋆ sont imbri-
quées les unes dans les autres de telle manière que pour n > 1,

Mn =

 Mn−1

cn−1 an

bn−1

 .

Proposition 3.1.1 – Relation de récurrence. On note Dn
def=

detMn. La suite (Dn)n∈N⋆ vérifie la relation de récurrence linéaire
d’ordre deux

Dn = anDn−1 − bn−1cn−1Dn−2.

■ Démonstration.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Mn−1

cn−1 an

bn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= an det(Mn−1) + (−1)n−1bn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Mn−2

0 · · · 0 cn−1

bn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= anDn−1 + (−1)n−1bn−1(−1)n−2cn−1 det(Mn−2)

Dn = anDn−1 − bn−1cn−1Dn−2

Corollaire 3.1.1 Si les trois diagonales sont constantes, res-
pectivement égales à c, a et b alors

Dn = aDn−1 − bcDn−2.

Ces matrices sont des matrices de Toeplitz tridiagonales. Nous les
noterons Toepn(a, b, c) (notation non standart).



Proposition 3.1.2 – Spectre d’une matrice de Toeplitz.

Sp
(

Toepn(a, b, c)
)

=
{
a+ 2

√
bc cos

(
kπ

n+ 1

) ∣∣∣ k ∈ J1, nK
}
.

■ Démonstration. Source : How to find the eigenvalues of tridia-
gonal Toeplitz matrix? (deuxième réponse) –
math.stackexchange.com

Dans toute la suite on note ∆n
def= det

(
Toepn(a, b, c)

)
.

D’après le Déterminant tridiagonal, (corollaire 3.1.)

∆n = a∆n−1 − bc∆n−2

avec ∆0 = 1 et ∆1 = a. On trouve

∆n =
1

√
a2 − 4bc

[(
a+

√
a2 − 4bc
2

)n+1

−
(
a−

√
a2 − 4bc
2

)n+1
]
.

Cette expression s’annule lorsque

a−
√
a2 − 4bc

a+
√
a2 − 4bc

=
1 −
√

1 − 4bc
a2

1 +
√

1 − 4bc
a2

est une racine (n+ 1)-ème de l’unité que l’on note ωk.
Alors

4bc
a2 = 1 −

(
ωk − 1
ωk + 1

)2
=

2ωk
(ωk + 1)2

et
a = ±

ωk + 1
2√

ωk
2
√
bc.

« The coefficient in ωk is real and can be written »

cos
(

kπ

n+ 1

)
.

Enfin, en remplaçant a par a− λ, on a montré que

λ = a± 2
√
bc cos

(
kπ

n+ 1

)
.

Méthode 3.1.1 Le calcul du déterminant d’une matrice tridia-
gonale consiste à déterminer la relation de récurrence vérifiée par
le déterminant puis à trouver l’expression du terme général à l’aide
des formules sur les suites récurrentes linéaires d’ordre deux.

Mettons en pratique.

Exercice 3.1.1 Pour tout x réel, déterminer le déterminant de
taille n

An(x) def=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x 1

1 2x
. . .

. . .
. . . 1
1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

https://math.stackexchange.com/questions/955168/how-to-find-the-eigenvalues-of-tridiagonal-toeplitz-matrix
https://math.stackexchange.com/questions/955168/how-to-find-the-eigenvalues-of-tridiagonal-toeplitz-matrix
https://math.stackexchange.com/questions/955168/how-to-find-the-eigenvalues-of-tridiagonal-toeplitz-matrix
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▶ Solution. Soit x ∈ R. D’après la remarque précédente, on obtient
la relation de récurrence linéaire d’ordre 2

An(x) = 2xAn−1(x) −An−2(x)

d’équation caractéristique

r2 − 2xr + 1 = 0.

Son déterminant a pour expression 4(x2 − 1).
À finir... ◁

Théorème 3.1.1 – Relation de récur-
rence linéaire d’ordre 2. Cours Ch1
[5].
Soit (a, b) ∈ K2 tel que b ̸= 0. On consi-
dère les suites définies par le relation de
récurrence

un+2 = aun+1 + bun, ∀n ∈ N.

L’équation caractéristique (E ) associée
est

r
2 − ar − b = 0.

— Si (E ) possède deux racines distinctes
r1, r2 ∈ K2 alors il existe (λ, µ) ∈ K2

tel que pour tout n ∈ N,

un = λr
n
1 + µr

n
2 .

— Si (E ) possède une racine double r0K
alors il existe (λ, µ) ∈ K2 tel que pour
tout n ∈ N,

un = (λ + nµ)rn
0 .

— Si (un) est une suite à valeurs réelles
(E ) possède deux racines conjuguées
distinctes r1,2 = ρe±iθ alors il existe
(λ, µ) ∈ R2 tel que pour tout n ∈ N,

un = ρ
n (λ cos(θn) + µ sin(θn)) .

3.2 Déterminant des |ai − aj |

Exercice 3.2.1
Source : [1] p. 71

Soient n ⩾ 2 et (a0, . . . , an) ∈ Rn+1. Calculer
le déterminant de la matrice dont l’élément ligne i, colonne j est
|ai−1 − aj−1|.

3.3 Déterminant de Cauchy

Définition 3.3.1 – Déterminant de Cauchy. Le déterminant
de Cauchy est un déterminant de taille n et de terme général 1

ai+bj
,

où les complexes (a1, . . . , an) et (b1, . . . , bn) sont tels que pour tout
(i, j), ai + bj ̸= 0.

Cn
def=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

a1+b1
1

a1+b2
· · · 1

a1+bn1
a2+b1

1
a2+b2

· · · 1
a2+bn

...
...

...
1

an+b1
1

an+b2
· · · 1

an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Proposition 3.3.1 – Expression du déterminant de Cau-
chy. Le déterminant de Cauchy a pour expression

Cn =

∏
i<j

(aj − ai)
∏
i<j

(bj − bi)∏
i,j

(ai + bj)
.

■ Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.
Premièrement, faisons apparaître une ligne de 1 en multipliant toutes
les colonnes par an + bj .
Par n-linéarité du déterminant,

Cn =
1

n∏
i=1

(an + bi)

∣∣∣∣∣∣∣∣
an+b1
a1+b1

· · · an+bn
a1+bn

...
...

an+b1
an−1+b1

· · · an+bn
an−1+bn

1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ensuite, pour faire apparaître des 0 à la fin des n−1 premières colonnes,
soustrayons la dernière colonne à toutes les autres.



∀(i, j) ∈ J1, n− 1K2,
an + bi

ai + bj
−
an + bn

ai + bn
=

(an − ai)(bn − bj)
(ai + bj)(ai + bn)

Cn =
1

n∏
i=1

(an + bi)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(an−a1)(bn−b1)
(a1+b1)(a1+bn) · · · (an−a1)(bn−bn−1)

(a1+bn−1)(a1+bn)
an+bn
a1+bn

...
...

...
(an−an−1)(bn−b1)

(an−1+b1)(an−1+bn) · · · (an−an−1)(bn−bn−1)
(an−1+bn−1)(an−1+bn)

an+bn
an−1+bn

0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Factorisons par les termes communs aux lignes et aux colonnes.

Cn =

n−1∏
i=1

(an − ai)
n−1∏
i=1

(bn − bi)

n∏
i=1

(an + bi)
n−1∏
i=1

(ai + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

a1+b1
· · · 1

a1+bn−1
⋆

...
...

...
1

an−1+b1
· · · 1

an−1+bn−1
⋆

0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Finalement, en développant par rapport à la dernière ligne on trouve
la relation de récurrence :

Cn =
1

an + bn

( n−1∏
i=1

(an − ai)(bn − bi)
(an + bi)(ai + bn)

)
Cn−1

Comme C1 = 1
a1+b1

, on obtient par récurrence

Cn =

∏
i<j

(aj − ai)
∏
i<j

(bj − bi)∏
i,j

(ai + bj)
.

Remarque 3.3.1 On peut aussi écrire

Cn =
V(a1, . . . , an)V(b1, . . . , bn)∏

i,j

(ai + bj)

en notant V(α1, . . . , αn) le déterminant de la matrice de Vander-
monde de la famille (α1, . . . , αn).

Méthode 3.3.1 La méthode pour calculer ce genre de détermi-
nants « compliqués » est toujours la même :

1. Raisonner par récurrence sur la taille de la matrice.
2. Faire des opérations élémentaires sur les lignes/colonnes pour

faire apparaître une ligne/colonne composée de 1.
3. Soustraire les lignes/colonnes de manière à obtenir une ligne/-

colonne presque composée uniquement de 0 sauf pour un seul
coefficient.

4. Développer par rapport à cette dernière et obtenir une relation
de récurrence sur le déterminant.
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3.3.1 Matrice de Hilbert

Le déterminant d’une matrice de Hilbert est un cas particulier du
déterminant de Cauchy.

Définition 3.3.2 – Matrice de Hilbert. Une matrice de
Hilbert est une matrice carrée de terme général

Hi,j
def=

1
i+ j − 1

.

Source : [1] p. 82

Les matrices de Hilbert sont souvent utilisées pour tester des ordina-
teurs ou leurs programmes censés inverser des matrices. Le fait que leur
déterminant soit rapidement très petit rend l’inversion de la matrice
numériquement difficile et c’est ce qui fait la qualité du test.

3.4 Déterminant par blocs

Exercice 3.4.1 À quelles conditions sur A, B, C et D, des
matrices carrées d’ordre n, a-t-on :∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ = det(A×D −B × C) ?

Rappel de cours :

Proposition 3.4.1 – . Soient T1, . . . , Tp des matrices carrées et

A
def=


T1 ⋆ · · · ⋆

0 T2
. . .

...
...

. . .
. . . ⋆

0 · · · 0 Tp

 .

Alors,

det(A) =
p∏
i=1

det(Ti).

▶ Solution. D’après le rappel de cours,

det(AD −BC) =

∣∣∣∣AD −BC ⋆

0 In

∣∣∣∣ .
On « remarque » que si les matrices D et C commutent et que si la
matrice D est inversible alors(

A B

C D

)(
D 0

−C D−1

)
=
(
AD −BC ⋆

0 In

)
.

... ◁



3.5 Dérivée du déterminant

Exercice 3.5.1
Source : [4] Planche no 4. Révision algèbre
linéaire. Déterminants1. Soient ai,j , 1 ⩽ i, j ⩽ n, n2 fonctions dérivables sur R à

valeurs dans C. Soit d
def= det(ai,j)1⩽i,j⩽n. Montrer que d est

dérivable sur R et calculer d′.
2. Application : calculer

dn(x) def=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 1 · · · 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 · · · 1 x+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

3.6 Déterminant de Hürwitz

Exercice 3.6.1
Source : [2]

Calculer le déterminant de la matrice A ∈ Mn(R)
de la forme 

r1 a · · · a

b r2
. . .

...
...

. . .
. . . a

b · · · b rn

 .

▶ Solution. On pose

f(x) def=

∣∣∣∣∣∣∣∣
r1 + x a+ x · · · a+ x

b+ x r2 + x
. . .

...
...

. . .
. . . a+ x

b+ x · · · b+ x rn + x

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
On cherche à calculer f(0).
Par multilinéarité du déterminant, f est de la forme

f(x) = αx+ β.

Or on peut calculer f en deux points.

f(−a) =
n∏
i=1

(ri − a)

f(−b) =
n∏
i=1

(ri − b)

Si a ̸= b, on en déduit que

f(0) = β =
1

a− b

[
a

n∏
i=1

(ri − b) − b

n∏
i=1

(ri − a)

]
.

Si a = b, det = limb→a
aQ(b)−bQ(a)

a−b règledel′hpotial = limb→a
aQ′(b)−Q(a)

−1
= Q(a) − aQ′(a) ◁
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3.7 Matrice circulante modulo p

Ajouter un lien avec la section du déterminant circulaire.

Exercice 3.7.1
Source : [2]

Soit p premier et (a0, . . . , ap−1) ∈ Zp. Montrer
que ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 · · · ap−1
ap−1 a0 a1 · · · ap−2
ap−2 ap−1 a0 · · · ap−3
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 · · · a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ a0 + · · · + ap−1 [p].

▶ Solution.

det
(

C(a0, . . . , an−1)
)

=
n−1∏
j=0

(
n−1∑
k=0

ak exp
(

i
2kjπ
n

))
.

◁



Réduction des
endomorphismes 4

Diagonalisation
Le texte suivant est extrait de [8] p. 169.

Camille Jordan (1838 - 1922)

On doit à Camille Jordan de nombreux résultats sur la réduction
des endomorphismes qu’il découvre notamment à travers l’étude des
groupes.
Le problème fondamental de la réduction est bien celui de caractéri-
ser les classes de similitude de l’algèbre L (E) où E est un K-espace
vectoriel de dimension finie ou, ce qui revient au même, les classes
de similitudes de l’agèbre Mn(K). La recherche d’une matrice la plus
simple possible pour représenter un endomorphisme donné vise de mul-
tiples buts : calculer les puissances successives de cet endomorphisme,
son commutant, résoudre des systèmes différentiels linéaires... Une
idée naturelle pour essayer de « réduire » l’étude d’un endomorphisme
u donné à des choses plus simples consiste à essayer de décomposer
l’espace vectoriel E en une somme directe de sous-espaces non tri-
viaux stables par u. Cela n’est évidemment pas toujours possible. Les
sous-espaces stables les plus simples sont ceux sur lesquels u coïncide
avec une homothétie. On est ainsi naturellement amené à la notion de
valeur propre. Si λ est un scalaire, on s’intéresse donc au sous-espace
Eλ = Ker(u−λIdE) appelé sous-espace propre pour la valeur propre λ
lorsque celui-ci n’est pas nul. Le théorème de décomposition des noyaux
nous assure que les différents sous-espaces propres d’un endomorphisme
sont en somme directe. Le cas où la somme remplit tout l’espace E mène
à la notion d’endomorphisme diagonalisable : un tel endomorphisme
peut être représenté par une matrice diagonale (il suffit de prendre une
base formée de vecteurs propres). Pour les endomorphismes diagonali-
sables il est alors très facile de répondre à la question initiale de savoir
quand ils sont semblables : il faut et suffit qu’ils aient les mêmes valeurs
propres et que les espaces propres associés aient la même dimension. Il
est aussi facile, en se ramenant à une matrice diagonale, de calculer les
puissances d’un tel endomorphisme, son exponentielle (si on travaille
sur un sous-corps de C), son commutant...
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4.1 Matrice à diagonale dominante

Définition 4.1.1 – Matrice à diagonale dominante.
Soit A

def= (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ Mn(K). On dit que A est

— à diagonale dominante si

∀i ∈ J1, nK, |ai,i| ⩾
∑
k ̸=i

|ai,k|,

— à diagonale fortement dominante si de plus l’inégalité est
stricte pour une valeur de i au moins,

— à diagonale strictement dominante si l’inégalité est stricte
pour tout i.

Lemme 4.1.1 Toute matrice à diagonale strictement dominante
(dsd) est inversible.

Méthode 4.1.1 Penser à poser∣∣xi0

∣∣ def
= max

1⩽i⩽n
|xi|.

■ Démonstration. Soit X
def= (x1 · · ·xn)⊤ ∈ Ker(A).

On pose |xi0 | def= max
1⩽i⩽n

|xi|. La ligne i0 de la relation AX = 0 donne

n∑
j=1

ai0,jxj = 0

soit
−ai0,i0xi0 =

∑
j ̸=i0

ai0,jxj

d’où, d’après l’inégalité triangulaire,

|ai0,i0 ||xi0 | ⩽
∑
j ̸=i0

|ai0,j ||xj | ⩽ |xi0 |
∑
j ̸=i0

|ai0,j |.

Comme |ai0,i0 | >
∑
j ̸=i0

|ai0,j | par définition de A, on en déduit que

|xi0 | = 0, autrement dit X = 0. Le noyau de A est donc réduit au
vecteur i.e. la matrice A est inversible.
Pour une autre démonstration voir [11] page 51.

4.1.1 Localisation des valeurs propres

À défaut de ne pas toujours pouvoir calculer exactement les valeurs
propres d’une matrice, nous pouvons essayer de les localiser en restrei-
gnant autant que faire se peut le « domaine » dans lequel elles se
trouvent.

Théorème 4.1.1 – Localisation des valeurs propres. Soit
A ∈ Mn(K). Alors,

Sp(A) ⊂
n⋃
i=1

B

(
ai,i,

∑
k ̸=i

|ai,k|
)
.



■ Démonstration. Soit λ ∈ Sp(A). La matrice A− λIn n’est pas
inversible ♦ ♦ Par définition det(A − λIn) = χA(λ) = 0.donc n’est pas à dsd i.e. pour tout i ∈ J1, nK,

|ai,i − λ| ⩽
∑
k ̸=i

|ai,k|.

Le spectre de la matrice A est donc inclus dans la réunion des disques
de centre ai,i et de rayon

∑
k ̸=i

ai,k.

Définition 4.1.2 – Disques de Gerschgorin. Ces disques
sont nommés les disques de Gerschgorin ♦ (cf. thème Localisation
des valeurs propres, Ch. 11 [5])

♦ Prenons un exemple en considèrant la ma-
trice à coefficients complexes(

i4 0 2 i3
1 5 + i10 5 −1
0 2 1 0
1 2 0 −8 − i2

)
.

Ci-dessous sont représentés ses disques de
Gerschgorin et les croix correspondent à ses
valeurs propres.Corollaire 4.1.1 Soit A

def= (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ Mn(K). On note

E
def=

n⋃
i=1

B

(
ai,i,

∑
k ̸=i

|ai,k|
)

E′ def=
n⋃
i=1

B

(
ai,i,

∑
j ̸=i

|aj,i|
)
.

Alors,
Sp(A) ⊂ E ∩ E′.

■ Démonstration. D’après le théorème ??,

Sp(A) ⊂ E et Sp
(
A⊤
)

⊂ E′.

Or Sp(A) = Sp
(
A⊤
)

donc Sp(A) ⊂ E ∩ E′.

Ce corollaire permet de restreindre davantage le domaine où se trouvent
les valeurs propres d’une matrice.

Proposition 4.1.1 – . Soit A ∈ Mn(R) à dsd telle que ai,i > 0
pour tout i ∈ J1, nK. Alors det(A) > 0.

■ Démonstration. det(A) =
∏

λ∈Sp(A)
λ. Distinguer les vap com-

plexes et réelles...

4.2 Matrices stochastiques

(
1/2 1/2 0
3/4 1/8 1/8

0 1/3 2/3

)
1

23

1/2

1/2

3/4

1/8

1/8

1/3

2/3

Une chaîne de Markov et sa matrice de
transition.

Source : Texte de [8] p. 59Les matrices stochastiques interviennent en probabilités. Si X et Y sont
deux variables aléatoires à valeurs dans E

def= J1, kK, alors la matrice
A

def= (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ Mk(R) définie par

ai,j
def= P(Y = j |X = i)

est stochastique, ce qui par définition signifie qu’on a ai,j ⩾ 0 et
k∑
j=1

ai,j = 1 pour 1 ⩽ i ⩽ k.

L’évolution d’un système susceptible de prendre un nombre fini d’états
notés 1, . . . , k est représentée mathématiquement par une suite (Xn)n⩾0
de variables aléatoires à valeurs dans E. C’est ce qu’on appelle un
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processus aléatoire (ou stochastique). Si Xn+1 s’obtient à partir de la
valeur de Xn et d’un tirage au sort effectué selon une loi ne dépendant
que de cette valeur, on dit que le processus est une chaîne de Markov.
Les exemples abondent : marches aléatoires, fortune d’un joueur, modé-
lisation de l’alternance des voyelles et des consonnes dans un poème de
Pouchkine (par Markov lui-même), ou prévision (en probabilité) des
états successifs d’un signal pour améliorer la compression en traitement
du signal (Shannon)
Techniquement, on dit qu’une suite de variables aléatoires (Xn) est
une chaîne de Markov si « la loi de l’état n + 1 conditionnelle au
passé ne dépend que de l’état antérieur n », ce qui se traduit par

P(Xn+1 = j |X0 = i0, . . . , Xn = in) = P(Xn+1 = j |Xn = in).

Si la matrice A est indépendante de n, on dit que la chaîne de Markov

est stationnaire. Si, dans ce dernier cas, on pose Yn
def=

P(Xn = 1)
...

P(Xn = k)

,

pour tout n ⩾ 0, on obtient Yn+1 = AYn et donc Yn = AnY0.
Le comportement (probabiliste) d’une chaîne de Markov stationnaire,
et notamment son comportement asymptotique, est donc entièrement
décrit par la donnée de la loi initiale Y0 et des puissances de la matrice
A.

Définition 4.2.1 – Matrice stochastique. Une matrice sto-
chastique (matrice de transition d’une Chaîne de Markov) est une

matrice P ∈ Mn([0, 1]) telle que pour tout i ∈ J1, nK,
n∑
j=1

pi,j = 1.

Autrement dit, chaque ligne de P est une vecteur de probabilité.
On dit que P est doublement stochastique si P et P⊤ sont stochas-
tiques.

L’exercice suivant étudie le spectre d’une matrice stochastique.

Exercice 4.2.1
Source : Exercice 5, TD 11

Soit P une matrice stochastique.

1. Montrer que 1 est valeur propre de P .
2. Soit v = (v1 · · · vn)⊤ un vecteur propre associé à la valeur

propre 1. En considérant |vi0 | = max
1⩽i⩽n

|vi|, montrer que le

sous-espace propre associé à E1 est de dimension 1.
3. Montrer que si λ ∈ C est une valeur propre de P , alors |λ| ⩽ 1.
4. Soit λ ∈ C une valeur propre de P telle que |λ| = 1 et un

vecteur propre associé.

a) Montrer qu’il existe un vecteur propre associé à λ tel
que x = 1.

b) Montrer qu’il existe i0 ∈ J1, nK tel que

∣∣∣∣ n∑
j=1

pi0,jxj

∣∣∣∣ = 1.

c) Soit θ l’argument principal de
n∑
j=1

pi0,jxj . Montrer que

pour tout j ∈ J1, nK,Re
(

e−iθxj
)

= 1.
d) En déduire que λ = 1.

▶ Solution. 1. 1 est valeur propre évidente de P de vecteur
propre associé v = (1, . . . , 1)⊤.

2. Montrer que dimE1 = 1.



— Appliquer la même méthode que la démonstration du lemme
d’Hadamard.
Soit X = (x1, . . . , xn)⊤ ∈ E1. Montrons que X ∈ Vect(v).

On montre que |xi0 | =

∣∣∣∣ n∑
j=1

pi0,jxj

∣∣∣∣ =
n∑
j=1

pi0,j |xj | et on

écrit |xi0 | = |xi0 |
n∑
j=1

pi0,j . D’où, en faisant la différence,

pour tout j ∈ J1, nK, |xi0 | = |xj |. De plus d’après la pre-
mière relation, il y égalité dans l’inégalité triangulaire et
donc les vj sont positivement liées. Finalement, pour tout
j ∈ J1, nK, vj = vi0 soit dimE1 = 1.

3. Soit λ ∈ C une valeurs propre de P .
Poser X = (x1, . . . , xn)⊤ un vecteur propre associé et appliquer
encore une fois la même méthode ; poser |xi0 | = max

1⩽i⩽n
|xi|, écrire

en module la ligne i0 de l’égalité λX = PX, diviser par |xi0 |
(qui est non nul d’après la question précédente) puis majorer par
1.

Pour les curieux, lire [11] page 59.

Proposition 4.2.1 – . Le Rayon spectral d’une matrice
stochastique est égal à 1.

4. Soit λ ∈ C une valeur propre telle que |λ| = 1 et x̃ un vecteur
propre associé.

a) x̃ ̸= 0 car x̃ ̸= 0. x = x̃

x̃
qui est vecteur propre associé à λ

et x = 1.
b) Il existe i0 ∈ J1, nK tel que |xi0 | = max

1⩽i⩽n
|xi| = x = 1.

Et |λxi0 | = |λ||xi0 | = 1 =

∣∣∣∣ n∑
j=1

pi0,jxj

∣∣∣∣.
c) On peut écrire

n∑
j=1

pi0,jxj = eiθ selon 4)b)

= eiθ
n∑
j=1

pi0,j

et
n∑
j=1

pi0,j
(
xj − eiθ

)
= 0,

n∑
j=1

pi0,j
(
xje−iθ − 1

)
= 0

et

Re

(
n∑
j=1

pi0,j
(
xje−iθ − 1

))
= 0

⇒
n∑
j=1

pi0,j

(
Re
(
xje−iθ

)︸ ︷︷ ︸
|·|⩽|xj e−iθ|⩽|xj |⩽|xi0 |⩽1

−1
)

= 0
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donc |Re(xje−iθ)| ⩽ 1.
Somme de termes négatifs qui est nulle donc

∀j ∈ J0, nK, Re(xje−iθ) = 1.

d) Soit j ∈ J1, nK.

|xje−iθ = |xj | =
√

Re(xje−iθ)2 + Im(xje−iθ)2 =
√

1 + Im(xjeiθ)2 ⩽ 1

donc Im(xjeiθ) = 0 donc xjeiθ = 1 et x = eiθ

1
...

1

. Px =

eiθP

1
...

1

 = eiθ

1
...

1

 = x.

◁

4.3 Endomorphismes semi-simples

Proposition 4.3.1 – Critère de diagonalisabilité dans
un R-ev. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, soit
f ∈ L (E). Alors f est diagonalisable si et seulement si tout sous-
espace vectoriel de E admet un supplémentaire stable par f .

■ Démonstration.Source : à compléter

(⇐) Supposons f diagonalisable. Soit F un sous-espace vectoriel
quelconque de E. Soit (e1, . . . , em) une base de F . Puisqu’on
a supposé f diagonalisable, il exsite une base (v1, . . . , vn) de
E formée de vecteurs propres pour f . D’après le théorème de
la base incomplète, on peut compléter la base (e1, . . . , em) de
F en une base (e1, . . . , em, em+1, . . . , en) de E, où on rajouté
uniquement des vecteurs de notre base de vecteurs propres (c’est-
à-dire em+1, . . . , en ont été pris parmi les vi). En effet, la famille
(e1, . . . , em) est libre, et elle est contenue dans la famille géné-
ratrice (e1, . . . , em, v1, . . . , vn), donc il existe une famille F de
vecteurs de E, telle que

(e1, . . . , em) ⊆ F⊆ (e1, . . . , em, v1, . . . , vn)

et F à la fois libre et génératrice.
il manque une explication supplémentaire
On prend alors G

def= Vect(em+1, . . . , en). C’est un supplémen-
taire de F dans E, et il est stable par f car em+1, . . . , en sont
des vecteurs propres de f .

(⇒) Réciproquement, supposons que tout sous-espace vectoriel de E
admet un supplémentaire stable par f . Considérons

F
def=
⊕
λ∈Sp f

Ker(f − λId)

le sous-espace vectoriel de E formé de la somme directe des sous-
espaces propres de f . Si f n’était pas diagonalisable, F serait
strictement inclus dans E. Soit H un hyperplan de E contenant



F . Alors par hypothèse H admet un supplémentaire stable par
f . Ce supplémentaire est une droite, engendrée par un vecteur
propre de f . Mais c’est une contradiction car tous les vecteurs
propres de f sont dans H. Ainsi, f est diagonalisable.

Nous allons maintenant définir la notion d’endomorphisme semi-simple
en relâchant un peu la condition de l’exercice ci-dessus : nous allons
seulement demander aux sous-espaces stables de posséder un supplé-
mentaire stable.

Définition 4.3.1 – Endomorphisme semi-simple. Un endo-
morphisme u est dit semi-simple si tout sous-espace stable par u
admet un supplémentaire stable par u.

Proposition 4.3.2 – Critère de diagonalisabilité sur un
C-ev. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle et
u ∈ L (E). Alors l’endomorphisme u est semi-simple si et seulement
s’il est diagonalisable.

■ Démonstration. (⇐) On suppose que l’endomorphisme u est
diagonalisable.
Son polynôme caractéristique est scindé ce que l’on voit en met-
tant u sous forme diagonale, et par invariance de χ par change-
ment de base.
Soit F un sous-espace de E. Soit (e1, . . . , en) une base de vec-
teurs propres de u et (f1, . . . , fp) une base de F . Par le théo-
rème de la base incomplète, on peut compléter la famille libre
(f1, . . . , fp) en une base de E en rajoutant n− p vecteurs parmi
la base (e1, . . . , en), quitte à réindexer, on peut supposer que
c’est (ep+1, . . . , en), ces vecteurs engendrent alors un sous-espace
stable supplémentaire de F .

(⇒) On construit une base de vecteurs propres de la manière suivante :
prenons un hyperplan H quelconque, il existe une droite stable
supplémentaire, donc dirigée par un vecteur propre e1. Si on a
construit une famille libre de vecteurs propres (e1, . . . , ek), on
prend un hyperplan contenant Vect(e1, . . . , ek), et on trouve une
droite stable Vect(ek+1) supplémentaire à H. On conclut par
récurrence.

Notes de la correction vue en cours.

■ Démonstration. (⇐) Soit F un sev de E stable par f . Posons
g

def= f|F qui est diagonalisable car f l’est par hypothèse.
Soit BF une base de F formée de vep de g.
Soit B′ une base de E formée de vep de f (qui existe car f est
diagonalisable).
On complète BF est une base B de E en prenant des vep
(ε1, · · · , εr) de B′. On note (λ1, . . . , λr) les valeurs propres asso-
ciées.
On pose G = Vect(ε1, . . . , εr). De cette manière, F et G sont
supplémentaires. Montrons que G est stable par f .



50 CHAPITRE 4. RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Soit x =
r∑
i=1

µiεi ∈ G. Donc f(x) =
r∑
i=1

µif(εi) =
r∑
i=1

µiλiεi ∈

G et G est stable par f .
(⇒) Montrons que f est diagonalisable. On va montrer que E =⊕

λ∈Sp(f)

Eλ(f).

1. Somme directe :

On pose F =
⊕

λ∈Sp(f)

Eλ(f) et Sp(f) = (λ1, . . . , λr).

Soit x =
r∑
i=1

xi ∈ F où xi ∈ Eλi
(f). Alors f(x) =

r∑
i=1

λixi︸︷︷︸
∈Eλi

(f)

∈

F . Donc F est stable par f .
2. Montrons que F = E.

Par hypothèse, F admet un supplémentaire G dans Cn,
stable par f . Montrons que G = {0} en raisonnant par
l’absurde.
On pose g = f|F . D’après le théorème de D’Alembert-
Gauss sur C, g admet au moins une valeur propre µ ∈ C
de vep associé xµ. On montre que xµ ∈ F ∩G. Or F et G
sont supplémentaires donc xµ = 0E : contradiction. D’où le
résultat.

— Considérer Rθ. à revoir

Exercice 4.3.1 Décrire un contre-exemple à la réciproque dans
R, en dimension 2.

4.4 Autour du commutant

Définition 4.4.1 – Commutant d’une matrice. Soient A ∈
Mn(R) et C(A) def=

{
M ∈ Mn(R)

∣∣MA = AM
}

.

Exercice 4.4.1
Source : [1] p. 119

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
et u ∈ L (E). Démontrer que C(u) a une structure de K-espace
vectoriel puis que, si u est diagonalisable :

dimC(u) =
∑

λ∈Sp(u)

dim2 Eλ(u).

▶ Solution. ◁

Exercice 4.4.2
Source : [5] (Exercice 12 TD 11)

Soit A ∈ Mn(R).
1. a) Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de Mn(R)

stable par multiplication.
b) Montrer que si M ∈ C(A) et M est inversible, alors

M−1 ∈ C(A).
2. Soit D une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux

sont deux à deux distincts.

a) Déterminer C(D).

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e11.pdf


b) Montrer que
(

In, D, . . . , Dn−1
)

est une base de C(D).
3. On se limite au cas n = 2.

a) Déterminer les matrices A telles que dimC(A) = 4.
b) Montrer que dimC(A) ⩾ 2.
c) On suppose que dimC(A) ⩾ 3. En utilisant F

def=
Vect

{
E1,1,E1,2

}
ou G

def= Vect
{

E2,1,E2,2
}

, montrer
que A = λI2.

d) Pour tout A ∈ M2(R), déterminer une base de C(A).

1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de Mn(R).
Au lieu de redémontrer les propriétés d’un sev, on peut voir C(A)
comme le noyau de l’application linéaire M 7→ MA−AM

ce qui donne directement le résultat.
2. On veut montrer que M−1A = AM−1 i.e. A = MAM−1 ce qui

est vrai car MA = AM .
3. — C(D) = Dn (l’ensemble des matrices diagonales de taille n)

(ne pas oublier de montrer la double inclusion).
— Comme |B| = dimC(D), il suffit de montrer la liberté de

B.

Soit (λ0, . . . , λn−1) ∈ Rn tel que
n−1∑
k=0

λkD
k = 0n.

Revoir le caractère générateur avec les polynômes d’interpo-
lation.

— Pour tout i ∈ J1, nK,
n−1∑
k=0

λkdi = 0n (∗). Donc le

polynôme P =
n−1∑
k=0

λkX
k qui est de dégré n − 1 et

prossède n racines distinctes et est donc le polynôme
nul. On en déduit que les λi sont tous nuls. La famille
B est bien libre et forme une base de C(D).

— Les relations (∗) forment un système de Vandermonde
de n équations à n inconnues. Comme les coefficients
di sont deux à deux distincts, le système est inversible
et son unique solution est le vecteur colonne nul.

4. On se limite au cas n = 2.

a) Déterminer les matrices A telles que dimC(A) = 4.
C(A) = M2(R) car C(A) ⊂ M2(R) et il y égalité des di-
mensions.
Évaluer les commutant en les matrices de la base
canoniques de M2(R) : on trouve que A est scalaire.
Ne pas oublier de montrer la réciproque.

b) Montrer que dimC(A) ⩾ 2.
Si A est scalaire, cf. question précédente.
Sinon montrer que la famille

{
I2, A

}
⊂ C(A) est libre.

c) Enoncé...

4.5 Matrice circulante

Définition 4.5.1 – Matrice circulante. Une matrice circulante
est une matrice carrée dans laquelle on passe d’une ligne à la suivante
par permutation circulaire des coefficients. Soit (c0, . . . , cn−1) ∈ Cn,
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une matrice circulante est de la forme :

C(c0, . . . , cn−1) def=


c0 c1 c2 · · · cn−1
cn−1 c0 c1 · · · cn−2
cn−2 cn−1 c0 · · · cn−3
...

...
...

. . .
...

c1 c2 c3 · · · c0

 .

4.5.1 Réduction d’une matrice circulante

Proposition 4.5.1 – Spectre d’une matrice circulante.

Sp
(

C(c0, . . . , cn−1)
)

=
{n−1∑
k=0

ck exp
(

i
2kjπ
n

) ∣∣∣∣ k ∈ J0, n− 1K

}
.

■ Démonstration. Pour alléger les notations, on pose

C def= C(c0, . . . , cn−1).

Nous cherchons à déterminer le spectre de la matrice C, ce qui ne
semble pas évident au premier abord (on se rend rapidement compte
que le calcul direct du polynôme caractéristique n’est pas une bonne
approche).
Notre démarche va consister à exprimer la matrice C comme un po-
lynôme évalué en une matrice dont on sait calculer le spectre. On en
déduira ensuite le spectre de la matrice C.
On pose

Jn
def= C(0, 1, 0, . . . 0) =


0 1 0 · · · 0

0 0
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 0 1
1 0 · · · 0 0

 ∈ Mn(R).

On remarque que la matrice C s’écrit comme un polynôme en la matrice
Jn ♦ . Plus précisément,♦ Exemple avec les puissances successives de

J3 :

J3 =

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
J2

3 =

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
J3

3 =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
C =

n−1∑
k=0

ckJkn
def= PC(Jn).

Calculons le polynôme caractéristique de la matrice Jn. Par définition,
χJn

def= det(XIn − Jn) soit

χJn (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X −1 0 · · · 0

0 X
.. .

...
...

. . .
. . . 0

0 X −1
−1 0 · · · 0 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En développant par rapport à la première colonne on trouve

χJn (X) = X ×Xn−1 + (−1) × (−1)n+1 × (−1)n−1



soit
χJn (X) = Xn − 1.

Le polynôme caractéristique de Jn est scindé à racines simples sur C
donc Jn est diagonalisable et en posant ω

def= ei 2π
n ,

Sp(Jn) = Un =
{
ωk
∣∣∣ k ∈ J0, n− 1K

}
.

Ainsi,
Jn ∼ Diag(1, ω, ω2, . . . , ωn−1)

et donc, comme C = PC(Jn), par linéarité ♦ ,

C ∼ Diag
(

PC(1),PC(ω),PC(ω2), . . . ,PC(ωn−1)
)
.

Ainsi, Sp(C) =
{

PC(ωk)
∣∣∣ k ∈ J0, n− 1K

}
.

♦ Si A = PDP−1 alors Ak = PDkP−1.

Soit Q(X)
def
=

n∑
k=0

qkX
k. Alors,

Q(A) =

n∑
k=0

qk

(
PD

k
P

−1
)

= P

(
n∑

k=0

qkD
k

)
P

−1

Q(A) = PQ(D)P−1
.Proposition 4.5.2 – Déterminant d’une matrice circulaire.

det
(

C(c0, . . . , cn−1)
)

=
n−1∏
j=0

(
n−1∑
k=0

ck exp
(

i
2kjπ
n

))
.

■ Démonstration. Le déterminant d’une matrice est égal au pro-
duit de ses valeurs propres.

4.5.2 Calcul des matrices de changement de base

Nous cherchons à déterminer une base de vecteurs propres de la matrice
C. Par le même raisonnement que pour le calcul de son spectre, nous
allons d’abord déterminer une base de vecteurs propres de la matrice
Jn.

Nous avons montré que Sp(Jn) = Un =
{
ωk
∣∣∣ k ∈ J0, n− 1K

}
.

Soit k ∈ J0, n− 1K, un vecteur propre de Jn associé à la valeur propre
ωk est

Xk
def=


1
ωk

ω2k

...

ω(n−1)k

 ♦ .
♦ En effet, JnXk =


ωk

ω2k

...

ω(n−1)k

1


et ωk × ω(n−1)k =

(
ωn
)k

= 1k = 1.
Matrice circulante – wikipedia.orgNous avons donc exhibé une famille de n vecteurs propres associés à

des valeurs propres distinctes, soit une base propre pour Jn.
Par conséquent, c’est aussi une base propre pour tout polynôme en Jn,
c’est-à-dire pour toute matrice circulante.
Nous avons donc déterminé la première matrice de passage à savoir

P
def=
[
X1 · · · Xn

]
.

Le prochain exercice propose de calculer P−1.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_circulante
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Exercice 4.5.1
Source : [4] Planche no 3. Révision algèbre
linéaire. Matrices

Soient n ⩾ 2 et ω
def= e2iπ/n.

Soit P
def=
(
ω(k−1)(ℓ−1)

)
1⩽k,ℓ⩽n

. Montrer que la matrice P est

inversible et calculer P−1.

▶ Solution. Calculons PP . Soit (k, ℓ) ∈ J1, nK2. Le coefficient ligne
k, colonne ℓ, de P × P vaut

n∑
j=1

ω(k−1)(j−1)ω−(j−1)(ℓ−1) =
n∑
j=1

(
ωk−ℓ

)j−1
.

— Si k = ℓ, ce coefficient vaut n.
— Si k ̸= ℓ, puisque −n < k− ℓ < n et que k− ℓ ̸= 0, ωk−ℓ ̸= 1. Le

coefficient ligne k, colonne ℓ, de PP est donc égal à

1 −
(
ωk−ℓ

)n
1 − ωk−ℓ =

1 − 1
1 − ωk−ℓ = 0.

Finalement, PP = nIn. Ainsi, la matrice P est inversible à gauche et
donc inversible, d’inverse P−1 = 1

n
P . ◁

Finalement,

C =
1
n
PJnP .

4.6 Que dire si M2 est diagonalisable ?

Proposition 4.6.1 – Critère de diagonalisabilité. Soient
n ∈ N⋆ et M ∈ Mn(C). On suppose que la matrice M2 est
diagonalisable. Alors M est diagonalisable si et seulement si
KerM = KerM2.

■ Démonstration. (⇒) Supposons que la matrice M est diago-
nalisable. Montrons que KerM2 ⊂ KerM (l’autre inclusion est
toujours vraie) ♦ .

♦ Soit X ∈ KerM . Alors,

MX = 0

d’où
M(MX) = M × 0 = 0

et
X ∈ KerM2

.

Voyons deux approches.

— Nous allons montrer l’égalité des dimensions de ces deux
espaces.
Soient u l’endomorphismes canoniquement associé à M

et B une base de diagonalisation de u. Le rang d’une
matrice diagonale étant le nombre de coefficients
diagonaux non nuls, Rg MatB(u2) = Rg MatB(u) donc
Rg u2 = Rg u ♦ .

♦ Le rang est un invariant de similitude.
Par le théorème du rang, il s’ensuit que

dim Keru2 = dim Keru.
— Soit X ∈ KerM2 i.e. M2X = 0 (⋆). Montrons que MX = 0.

L’idée est de faire apparaître un produit scalaire sur
l’ensemble des vecteurs colonnes d’une matrice i.e. une pro-
duit de la forme N⊤N .
Comme M2 est diagonalisable, il existe P inversible et
D diagonale telles que M2 = PDP−1. En remplaçant
M2 par cette expression dans (⋆) puis en multipliant à



gauche successivement par P−1, (P−1)⊤ et X⊤ on trouve
X⊤(P−1)⊤D2P−1X = 0 soit

(DP−1X)⊤(DP−1X) = 0.

Comme (C,C′) 7→ C⊤ × C′ définit un produit scalaire sur
l’espace des vecteurs colonnes, on a DP−1X = 0 car il est
orthogonal à lui-même et donc, en multipliant à gauche par
P , nous obtenons bien MX = 0.

(⇐) Supposons que KerM = KerM2. Voyons encore deux approches.

— [9] p. 100 ♦
♦ La clé de cette démonstration est l’équiva-
lence

M diagonalisable ⇐⇒ ∃P ∈ Ann(M) sars.

Comme M2 est diagonalisable, il existe Q scindé à racines
simples vérifiant Q(0) ̸= 0 tel que XQ(X) annule M2, c’est-
à-dire M2Q(M2) = 0.
Alors, pour tout X ∈ E, Q(M2)X ∈ KerM2 ; or KerM2 =
KerM par hypothèse doncQ(M2)X ∈ KerM soitMQ(M2)X =
0.
Ainsi, XQ(X2) est un polynôme annulateur de M . Il suffit
de remarquer que ce polynôme est scindé à racines simples
(car les racines complexes de Q sont deux à deux distinctes
et non nulles) pour conclure avec le critère algébrique de
diagonalisabilité que M est diagonalisable.

— Une démonstration alternative consiste à montrer que, pour
tout λ ∈ C⋆ de racines carrées distinctes µ et µ′, le sous-
espace propre u2 associé à λ se décompose avec les sous-
espaces propres u :

Ker(λIdE − u2) = Ker(µIdE − u) ⊕ Ker(µ′IdE − u).

La condition porte alors que le sous-espace propre de u2

associé à 0, c’est-à-dire Ker(u2). Notes de cours à traiter
Raisonnons par analyse-synthèse : soit λ une valeur propre
non nulle de f2. Notons µ une racine carrée complexe de λ.
Montrons que Eλ(f2) = Eµ(f) ⊕ E−µ(f).
On pose y = x

2 + f(x)
2µ et z = x

2 − f(x)
2µ .

Comme f2 est diagonalisable, E est la somme directe des
sous-espaces propres de f2. On décompose chacun de ces
sep comme ci-dessus et on en déduit que E est la somme
directe des sep de f i.e. f est diagonalisable.

4.7 Raciné carrée d’une matrice

Source : Exo Maths X MP #7 - Racine d’une matrice – share.miple.co

Proposition 4.7.1 – . Pour tout A ∈ S +
n (R), il existe une

unique matrice B ∈ S +
n (R) telle que A = B2.

retrouver la source

■ Démonstration. Existence. Comme la matrice A est symé-
trique et positive, d’après le théorème spectral, il existe λ1, . . . , λr des
réels positifs et P ∈ On(R) tels que A = P−1 Diag(λ1, . . . , λr)P .
On pose B

def= P−1 Diag
(√

λ1, . . . ,
√
λr
)
P .

https://share.miple.co/content/CtwFAB5leFp4M
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La matrice B vérifie B2 = A, elle est bien symétrique car la matrice P
est orthogonale et B est positive puisque symétrique à valeurs propres
positives.
Unicité. Supposons donnée une matrice C comme second candidat.
Considérons Q un polynôme vérifiant , pour 1 ⩽ i ⩽ r,Q(λi) =

√
λi.

Ainsi,

Q(A) = P−1Q
(

Diag(λ1, . . . , λr)
)
P

= P−1 Diag
(√

λ1, . . . ,
√
λr
)
P = B.

Par ailleurs, comme C2 = A alors C et A commutent. Par conséquent,
C commute avec tout polynôme en A et commute donc avec B.
Les matrices B et C étant diagonalisables (car symétriques) et com-
mutant, elles sont codiagonalisables.
Ainsi, il existe R ∈ GLn(R), D1, D2 diagonales réelles telles que
R−1BR = D1 et R−1CR = D2.
Or D2

1 = R−1B2R = R−1AR = R−1C2R = D2
2 . Les matrices D1 et

D2 étant diagonales à coefficients positifs, on en déduit que D1 = D2.
Ainsi, B = C.

Exercice 4.7.1 Exercice 11, TD 11 :

Soit A =

(
−1 2 3
0 −1 4
0 0 1

)
. Montrer que A n’a pas de racine dans

M3(R).

4.8 Réduction d’une matrice creuse

Exercice 4.8.1 Soit n ⩾ 2. On pose :

A =


c

(0)
...

c

b · · · b a

 ∈ Mn(R).

Étudier la possibilité de diagonaliser A sur R.

Remarques :
▶ Si b = c alors A est symétrique réelle donc diagonalisable.
▶ A est au plus de rang 2. Donc par le théorème du rang, 0 est une
valeur propre de A de multiplicité au moins n− 2.

4.9 Vecteurs propres de com(A)⊤

Exercice 4.9.1 Soit A ∈ Mn(K). Montrer que

Sp(A) ⊂ Sp
(

com(A)⊤
)
.

A × com(A)⊤ = com(A)⊤ × A = det(A)In

▶ Éléments de solution. Soit λ ∈ Sp(A) etX un vecteur propre
associé. Alors λ(BX) = det(A)X.



— λ ̸= 0 : BX = det(A)
λ

X.
— λ = 0 : alors det(A) = 0 et Rg(A) ⩽ n− 1.

— Rg(A) ⩽ n − 2 : supposer par l’absurde qu’il existe un
déterminant mineur de A non nul.

— Rg(A) = n− 1 : X ∈ Ker(A) qui est une droite vectorielle.

A et B commutent donc Ker(A) est stable par B

◁

4.10 Éléments propres de MN , de NM

Proposition 4.10.1 – . Soient M et N dans Mn(K).
—

0 ∈ Sp(MN) ⇐⇒ 0 ∈ Sp(NM)

— Soit λ ∈ K⋆,

dimEλ(MN) = dimEλ(NM)

Soit M,N ∈ Mn(K).

1. ...
2. Soit λ ∈ K⋆, montrer que dim(Eλ(MN)) = dim(Eλ(NM)).

On remarque que si X ∈ Eλ(MN) alors NX ∈ Eλ(NM). On
pose alors :

φ :
Eλ(MN) −→ Eλ(NM)

X 7−→ NX
.

On montre que φ est injective et on en déduit que dim(Eλ(MN)) ⩽
dim(Eλ(NM)). Par symétrie des rôles de M et de N , on montre
l’inégalité dans le sens inverse et on en déduit l’égalité.

3. ...
4. ...

4.11 Topologie dans Mn(K)

Définition 4.11.1 – Partie dense.
Source : Partie dense – Bibm@ath.net

Soit E un espace vectoriel
normé et D une partie de E. On dit que D est dense dans E si
l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

— pour tout x ∈ E, il existe une suite (yn) d’éléments de D qui
converge vers x,

— pour tout x ∈ E, pour tout ε > 0, il existe y ∈ D tel que
y − x ⩽ ε,

— l’adhérence D de D est égale à E.

4.11.1 Le cas des matrices inversibles

Théorème 4.11.1 – Densité de GLn(C) dans Mn(C). L’en-
semble des matrices inversibles de Mn(C) est dense dans Mn(C).

https://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./d/dense.html
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■ Démonstration. Soit A ∈ Mn(C). Son polynôme caractéris-
tique χA est de degré n et admet donc au plus n racines.

Notons r
def= min

{
|λ|
∣∣∣ λ ∈ Sp(A) \ {0}

}
.

Ainsi,
∀t ∈]0, r[, χA(t) ̸= 0

soit
∀t ∈]0, r[, A− tIn ∈ GLn(C).

Soit p0
def= min

{
p

∣∣∣ 1
p
< r

}
. Ainsi, en posant

Ap
def= A−

1
p+ p0

In,

la suite (Ap)p⩾0 est une suite de matrices inversibles qui converge vers
la matrice A.
Finalement, pour toute matrice A ∈ Mn(C) nous avons construit une
suite de matrices inversibles qui converge vers la matrice A, ce qui
assure la densité de GLn(C) dans Mn(C).

λ1

λ2

λ3

λ4

trr

Exercice 4.11.1 Soit A,B ∈ Mn(K). Montrer que χAB = χBA.
On pourra commencer par le cas où la matrice A est inversible.

La démonstration suivante est « chimique » : la continuité du déter-
minant va servir de catalyseur à la partie dense qu’est GLn(K) dans
Mn(K).Une application continue est entièrement dé-

terminée par l’image d’une partie dense

▶ Solution. ▷ On suppose que la matrice A est inversible. Re-
venons à l’expression du polynôme caractéristique par le déter-
minant :

χAB = det(λIn −AB)

= det
(
A(λA−1 −B)

)
car A ∈ GLn(K)

= det(A) det
(
λA−1 −B

)
par multiplicité du déterminant

= det
(
λA−1 −B

)
det(A)

= det(λIn −BA)
χAB = χBA

▷ Revenons au cas général. Soit A ∈ Mn(K). D’après la densité
des matrices inversibles dans Mn(K), il existe une suite (Ap)p∈N
de matrices inversibles qui converge vers la matrice A. D’après
le premier point, pour tout p ∈ N,

χApB = χBAp

soit
det(λIn −ApB) = det(λIn −BAp).

Comme le produit matriciel est une application bilinéaire, la
matrice ApB (resp. BAp) tend vers AB (resp. BA) quand p tend
vers l’infini.
De plus, comme le déterminant est une application multilinéaire



en dimension finie, elle est continue et

det(λIn −AB) = det(λIn −BA)

soit
χAB = χBA.

◁

Ce résultat peut être montré par un argument plus « mécanique ».
Soient A,B ∈ Mn(K). Pour tout λ ∈ K, on pose

U
def=
(
A λIn
In B

)
et V

def=
(

B −λIn
−In 0n

)
.

On calcule alors

UV =
(
AB − λIn ⋆

0 −λIn

)
V U =

(
BA− λIn 0
⋆ −λIn

)
.

Comme det(UV ) = det(V U), on obtient

(−λ)n det(AB − λIn) = (−λ)n det(BA− λIn).

En particulier on obtient :

∀λ ̸= 0, det(AB − λIn) = det(BA− λIn)

et l’égalité est triviale si λ = 0.
On a donc montré que

χAB = χBA.

Proposition 4.11.1 – . GLn(R) est un ouvert de Mn(R).

Proposition 4.11.2 – . Mn(R) \ GLn(R) est fermé mais non
compact (pour n ⩾ 2).

4.11.2 Le cas des matrices diagonalisables

Théorème 4.11.2 – Densité de l’ensemble des matrices
diagonalisables dans Mn(C). L’ensemble des matrices diagonali-
sables de Mn(C) est dense dans Mn(C).

■ Démonstration. Soit M ∈ Mn(C). Cette matrice est trigonali-
sable puisque son polynôme caractéristique est scindé sur C d’après
le théorème de d’Alembert-Gauss. On note λ1, . . . , λs ses valeurs
propres distinctes et r1, . . . , rs les multiplicités associées. Il existe donc
une matrice P ∈ GLn(C) telle que

M = P


λ1 ti,j

0
. . .

...
. . .

. . .

0 · · · 0 λs

P−1 def= PTP−1.
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Soit ε > 0, nous allons commencer par « séparer » les valeurs propres
distinctes. On peut trouver un rayon ρ tel que 0 < ρ < ε, pour lequel
les disques D(λ1, ρ), . . . , D(λs, ρ) sont distincts deux à deux. Enfin,
dans chacun de ces disques – qui sont des parties infinies de C – on
peut, pour tout i ∈ J1, sK, choisir ri complexes notés λi,1, . . . , λi,ri

distincts deux à deux.
On peut même expliciter

λi,1
def= λi +

ρ

1
, . . . , λi,ri

def= λi +
ρ

ri
.

λ1
λ2

λ3

λ4

λ5

D(λ2, ρ)

λ2,1

λ2,2

λ2,3

λ2,4

λ2,5

λ2λ2 ρρ

Représentation des disques D(λi, ρ) et des complexes choisis à l’intérieur. Les λ2,i sont décalés pour une meilleure lisibilité.

On considère alors la matrice

Mε
def= P


λ1,1 ti,j

0
. . .

...
. . .

. . .

0 · · · 0 λs,rs

P−1 def= PTεP
−1.

Par construction, cette matrice de Mn(C) possède n valeurs propres
distinctes, elle est donc diagonalisable.
On choisit maintenant sur Mn(C) la norme du sup sur les coefficients,
définie par :

∀M def= (mi,j)1⩽i,j⩽n ∈ Mn(C), M = max
1⩽i,j⩽n

|mi,j |.

On démontre facilement que pour A,B ∈ Mn(C), AB ⩽ nAB ♦ . Ainsi
♦ pour tout (i, j) ∈ J1, nK2,∣∣[AB]i,j

∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ai,kbk,j

∣∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

|ai,k||bk,j |

⩽

n∑
k=1

AB

⩽ nAB.

Cette norme est presque sous-multiplicative.

M −Mε = P (T − Tε)P−1 ⩽ nPP−1︸ ︷︷ ︸
def
= K

T − Tε ⩽ Kε.

En effet,

T − Tε =

λ1 − λ1,1
. . .

λs − λs,rs


donc

T − Tε = max
1⩽i⩽n

|λi − λi,ri |.

Or les λi,ri ont été choisis dans les disques D(λi, ρ) et donc pour tout
i ∈ J1, nK, ∣∣λi − λi,ri

∣∣ ⩽ ρ < ε.



Ceci achève la démonstration, puisque si ε tend vers 0, la matrice
Mε tend vers la matrice M pour la norme · donc pour toute norme
puisqu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Exercice 4.11.2 Peut-on dire que l’ensemble des matrices dia-
gonalisables dans Mn(C) est dense dans Mn(R) ?

Proposition 4.11.3 – . L’ensemble des matrices diagonalisables
de Mn(R) est connexe par arcs.

4.11.3 Divers

Exercice 4.11.3 Montrer que On(R) est compact. On(R) est-il
convexe ?

Exercice 4.11.4 Montrer que Sn(R) est fermé.

Exercice 4.11.5 Soit p ∈ J0, n− 1K. Montrer que l’ensemble des
matrices de rang inférieur ou égal à p est un fermé de Mn(R).

Exercice 4.11.6 Montrer que l’ensemble des matrices stochas-
tiques est un compact convexe de Mn(R).

4.12 Réduction simultanée

Définition 4.12.1 – Endomorphismes codiagonalisables/-
cotrigonalisables. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soient u et v deux endomorphismes de E diagonalisables (resp.
trigonalisables).
On dit que u et v sont codiagonalisables (resp. cotrigonalisables)
s’ils sont diagonalisables (resp. trigonalisables) dans une même base
de E.

Proposition 4.12.1 – CNS de réduction simultanée. Soient
u et v deux endomorphimes diagonalisables (resp. trigonalisables).
Alors,

u, v codiagonalisables (resp. cotrigonalisables) ⇐⇒ u, v commutent.

■ Démonstration. Source : [5] (Thème Diagonalisation simul-
tanée Ch. 11)

Montrons la résultat pour la codiagonalisa-
tion. Raisonnons par double implication.

(⇒) Supponsons que les endomorphismes u et v sont codiagonalisables.
On note D (resp. D̃) la matrice diagonale de u dans une base de
E (resp. celle de v dans cette même base). Comme ces matrices
sont diagonales, D × D̃ = D̃ ×D ♦

♦ Le produit de matrices diagonales com-
mute.

et on en déduit que u et v
commutent.

(⇐) Supposons que les endomorphismes u et v commutent.
Notons Sp(u) def=

{
λi
∣∣ i ∈ J1, pK

}
. Comme u est diagonalisable,

E =
p⊕
i=1

Eλi
(u).
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Soit i ∈ J1, pK. Comme v commute avec u− λiIdE ♦

♦ v ◦ (u − λiIdE) = v ◦ u − λiv

u et v commutent = u ◦ v − λiv

= (u − λiIdE) ◦ v.

, Eλi
(u) def=

Ker(u− λiIdE) est stable par v ♦ .
En notant vi l’endomorphisme induit par v sur Eλi

(u), comme
v est diagonalisable, vi est aussi diagonalisable. Ainsi, il existe
(ei,1, . . . , ei,ri ) une base de Eλi

(u) formée de vecteurs propres
de vi. De plus, ei,j ∈ Eλi

(u) = Ker(u− λiIdE). Ainsi, u(ei,j) =
λiei,j et ei,j est un vecteur propre de u.
Finalement, (ei,1, . . . , ei,ri )1⩽i⩽p est une base de E constituée
de vecteurs propres de u et de v. Ainsi, u et v sont diagonalisables
dans cette même base.

Remarque 4.12.1
Source : [10] p. 167

— La proposition établit que la commutativité est une condition
suffisante pour réduire simultanément plusieurs endomor-
phismes. Remarquez que dans le cas de la diagonalisabilité,
elle est aussi nécessaire : si des endomorphismes sont codia-
gonalisables, alors ils commutent.

— Le seul fait que deux endomorphismes commutent n’implique
par leur codiagonalisabilité, ni leur cotrigonalisabilité ! Il ne
faut pas oublier l’hypothèse faite sur chacun des endomor-
phismes (diagonalisabilité ou trigonalisabilité).

— La preuve de la proposition généralise la démonstration clas-
sique de la trigonalisabilité d’un endomorphisme dont le poly-
nôme caractéristique est scindé : on raisonne par récurrence
sur la dimension de l’espace.

— Réduire simultanément plusieurs endomorphismes est très
utile lorsqu’il s’agit de les ajouter ou de les composer. La
proposition permet de démontrer, par exemple, que la somme
d’endomorphismes trigonalisables qui commutent est encore
trigonalisable, ou que la composée d’endomorphismes diago-
nalisables qui commutent est encore diagonalisables.

— Supposons que E soit un C-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire hermitien. Soit (fi)i∈I une famille d’endomorphismes
de E (qui sont donc trigonalisables). Si les fi commutent
deux à deux, alors il existe une base orthonormée de cotrigo-
nalisabilité.

Théorème 4.12.1 – ♦ Commutativité
& Stabilité. Soient φ et ψ deux endo-
morphismes qui commutent. Alors Imφ
et Kerφ sont stables par ψ.

Exercice 4.12.1 Soient A et B deux matrices de Mn(C). On pose
ΦA,B l’endomorphisme de Mn(C) défini pour tout M ∈ Mn(C)
par

ΦA,B(M) def= AM +MB.

1. On suppose que la matrice A est diagonalisable et que B = 0.
Montrer que ΦA,B est diagonalisable.

2. On suppose que les matrices A et B sont diagonalisables.
Montrer que ΦA,B est diagonalisable.

▶ Solution. 1. 1ère méthode. Nous allons utiliser l’équivalence

A diagonalisable ⇐⇒ ∃P ∈ Ann(A) sars.

On remarque que ΦA,0 : M 7→ AM . On montre par récurrence
que

ΦrA,0(M) = ArM.



Ainsi, si P est un polynôme, P (ΦA,0) = ΦP (A),0 ♦ . ♦ On note P =
n∑

k=0

pkX
k. Alors

P (ΦA,0) =

n∑
k=0

pkΦk
A,0

=

n∑
k=0

pkA
k
M

=

(
n∑

k=0

pkA
k

)
M

= ΦP (A),0.

Comme A est diagonalisable, il existe un polynôme P scindé à
racines simples qui est un polynôme annulateur de la matrice
A. Ainsi, P (ΦA,0) = Φ0,0 = 0L (Mn(C)). Comme P est un
polynôme scindé à racines simples qui est annulateur de ΦA,0,
alors ΦA,0 est diagonalisable.
2e méthode. Nous allons utiliser l’équivalence

A diagonalisable ⇐⇒ ∃ une base de E formée de vep de A.

Comme A est diagonalisable, il existe une base (V1, . . . , Vn) de
Mn,1(C) formée de vecteurs propres de A respectivement asso-
ciés aux valeurs propres (λ1, . . . , λn). On définit en colonnes la
matrices Mk,ℓ

def= [0 · · · 0 Vk 0 · · · 0] où Vk est la colonne ℓ de la
matrice. En effectuant une multiplication par blocs, on vérifie
que ΦA,0(Mk,ℓ) = AMk,ℓ = λkMk,ℓ. On vérifie ensuite aisément
que (Mk,ℓ)1⩽k,ℓ⩽n est une base de Mn(C). On a ainsi exhibé
une base de Mn(C) formée de vecteurs propres de ΦA,0.

2. On remarque que ΦA,0 et Φ0,B commutent.
D’après la question précédente, ΦA,0 est diagonalisable et on
montrerait de même que Φ0,B est diagonalisable. Ainsi, d’après
la propriété de diagonalisation simultanée, ΦA,0 et Φ0,B sont
simultanément diagonalisables.
En notant (Mk) une base de vecteurs propres communs, alors

ΦA,B(Mk) = ΦA,0(Mk) + Φ0,B(Mk) = (λk + µk)Mk

et (Mk) est une base de vecteurs propres de ΦA,B . Ainsi, ΦA,B
est diagonalisable.

◁

Théorème 4.12.2 – Décomposition
de E en somme de sous-espaces
stables supplémentaire. Si E est de di-

mension finie non nulle et χf =
k∏

i=1

(f −

λi)αi , alors

E =

k⊕
i=1

Ker(f − λiIdE)αi .

— Les Ker(f−λiIdE)αi sont supplé-
mentaires et stables par f . Donc,
dans tout base adaptée à cette dé-
composition, la matrice de f est
diagonale par blocs.

— La restriction de f à Ker(f−λi)αi

induit un endomorphisme fi de ce
sous-espace. fi admet une et une
seule valeur propre à savoir λi et
fi − λiIdKer(f−λi)αi est nilpo-
tente d’indice inférieur ou égal à
αi.

Source : fiche de [4].

4.13 Critère de nilpotence par la trace

Les résultats que nous allons montrer par la suite peuvent être résumés
par le diagramme suivant :

si pour tout k ∈ J1, n− 1K,Tr(Ak) = 0 et si . . .

A est nilpotente A est diagonalisable
...Tr(An )̸=0...Tr(An)=0

Intéressons-nous d’abord à la branche de gauche.

Proposition 4.13.1 – Critère de nilpotence par la trace.
Soit A ∈ Mn(K). La matrice A est nilpotente si et seulement si

pour tout k ∈ J1, nK,Tr
(
Ak
)

= 0.

■ Démonstration.

Source : Développement - Le théorème de
Burnside – vonbuhren.free.fr

Raisonnons par double implication.

♦ Soit A une matrice semblable àλ1 ⋆ · · · ⋆
0 λ2 · · · ⋆
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 λn

 .

Alors la matrice Ak est semblable àλk
1 ⋆ · · · ⋆

0 λk
2 · · · ⋆

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 λk
n

 .

http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_thm_burnside.pdf
http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_thm_burnside.pdf
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(⇒) Si la matrice A est nilpotente, son spectre est réduit à 0 et donc
elle est semblable à une matrice strictement triangulaire T . Pour
tout k ∈ J1, nK, la matrice Ak est semblable à la matrice Tk dont
la diagonale est nulle ♦ . La trace étant un invariant de similitude,
on en déduit que pour tout k ∈ J1, nK, Tr

(
Ak
)

= Tr
(
Tk
)

= 0.
(⇐) Réciproquement, supposons que la matrice A n’est pas nilpo-

tente. On désigne par (λ1, . . . , λr) ∈ Cr les valeurs propres non
nulles deux à deux distinctes de A (qui existent car le polynôme
χA ∈ C[X] est scindé) et (m1, . . . ,mr) ∈ (N⋆)r leur multipli-
cité respective. En trigonalisant la matrice A, notre hypothèse
équivaut à

∀k ∈ J1, nK,
r∑
i=1

miλ
k
i = 0.

En effet, la valeur propre λi est présente mi fois sur la diagonale.
En particulier, en se limitant à k ∈ J1, rK, ces relations se tra-
duisent matriciellement parλ1 · · · λr

...
...

λr1 · · · λrr


︸ ︷︷ ︸

def
= V

m1
...

mr


︸ ︷︷ ︸

def
= X

=

0
...

0

 .

Ainsi X ∈ KerV . Or la matrice V est une matrice de Vander-
monde inversible car les λi sont deux à deux distinctes ♦

renvoyer vers la section sur Vandermonde
par

hypothèse. Nous aboutissons alors à une contradiction car le vec-
teur X est non nul. On en déduit que la matrice A est nilpotente.

Voyons une autre démonstration pour la réciproque.

Source : Critère de nilpotence par la trace et
application – Philippe Caldero (⇐) Montrons par récurrence que la matrice A est nilpotente. Plus

précisément pour n ∈ N on note

Pn : « Soit A ∈ Mn(K). Si pour tout k ∈ J1, nK,Tr
(
Ak
)

= 0
alors la matrice A est nilpotente ».

Montrons d’abord le lemme suivant.

Lemme 4.13.1 Soit A une matrice de Mn(K) telle que pour
tout k ∈ J1, nK,Tr

(
Ak
)

= 0. Montrons que 0 ∈ Sp(A).

On note χA(X) def=
n∑
k=0

akX
k. D’après le théorème de Cayley-

Hamilton,
n∑
k=0

akA
k = 0. En composant cette relation par la

trace, qui est linéaire, et d’après les hypothèses,

an × 0 + · · · + a1 × 0 + a0 × n = 0.

D’où a0 = 0 et χA(0) = 0 donc 0 est racine du polynôme carac-
téristique de la matrice A i.e. 0 ∈ Sp(A).

Revenons à la démonstration de la récurrence.

▷ Initialisation pour n = 1 : Tr(A) = 0 donc A = 0 et A est
nilpotente.

▷ Hérédité : soit A une matrice de Mn(K) telle que pour tout
k ∈ J1, nK,Tr

(
Ak
)

= 0.

https://www.youtube.com/watch?v=d70IfThN_-A
https://www.youtube.com/watch?v=d70IfThN_-A


D’après le lemme, 0 ∈ Sp(A). Soit u un vecteur propre de
A associé à 0 et soit (u, u2, . . . , un) une base de Mn,1(K).
Alors en notant B une matrice carrée de taille n− 1,

A ∼

0 ⋆ · · · ⋆
... B

0

 et Ak ∼

0 ⋆ · · · ⋆
... Bk

0

 .

D’après les hypothèses sur la trace des matrices Ak, pour
tout k ∈ J1, n−1K,Tr

(
Bk
)

= 0. Ainsi, en appliquant Pn−1,
la matrice B est nilpotente. On en déduit, d’après les opé-
rations sur les matrices par blocs, que

χA(X) = XχB(X) = X ×Xn−1 = Xn.

Ainsi, d’après le théorème de Cayley-Hamilton, la matrice
A est nilpotente.

Intéressons-nous maintenant à la branche de droite du diagramme.

Proposition 4.13.2 – . Soit A ∈ Mn(K). Si pour tout
k ∈ J1, n − 1K,Tr

(
Ak
)

= 0 et Tr(An) ̸= 0 alors la matrice A

est diagonalisable.

Le démonstration de ce résultat reprend la démarche de la première
démonstration de la réciproque du résultat précédent.

■ Démonstration. — Montrons d’abord que la matrice A pos-
sède au moins une valeur propre non nulle.
La matrice A est trigonalisable dans C et on note λ1, . . . , λn ses
valeurs propres. Alors la matrice An est semblable à la matrice

λn1 ⋆ · · · ⋆

0 λn2 · · · ⋆
...

. . .
. . .

...

0 · · · 0 λnn

 .

Or, par hypothèse, Tr(An) ̸= 0 donc les λi ne peuvent pas être
tous nuls et la matrice A possède au moins une valeur propre
non nulle.

— Montrons maintenant que la matrice A possède n valeurs propres
distinctes ce qui assurera sa diagonalisabilité.
On note α1, . . . , αk les valeurs propres non nulles deux à deux
distinctes de A (qui existent d’après le premier point), n1, . . . , nk
leurs multiplicités respectives et

V
def=

 α1 · · · αk
...

...

αn−1
1 · · · αn−1

k

 ∈ Mn−1,k(C).
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Montrons que N
def=
(
n1 · · ·nk

)⊤
∈ Ker(V ). On calcule

V N =


n∑
i=1

αini

...
n∑
i=1

αn−1
i ni

 =

 Tr{A}
...

Tr
{
An−1

}
 = 0n

Supposons par l’absurde que k < n.
Réécrivons la relation précédente en extrayant de la matrice V
une matrice de Vandermonde carrée de taille k notée Vk :

V N =


Vk

⋆ · · · ⋆

...
...

⋆ · · · ⋆

N = 0n

et
VkN = 0.

Comme Vk est une matrice de Vandermonde et que les α1, . . . , αk
sont deux à deux distincts alors elle est inversible et donc

N = 0.

Ainsi, la matrice A ne possède pas de valeur propre non nulle ce
qui est absurde d’après le premier point.
On en déduit que k ⩾ n et comme k ⩽ n, k = n. Ainsi, la matrice
A possède n valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

On déduit des propositions 4.6 et 4.7 le résultat suivant.

Proposition 4.13.3 – . Soit A ∈ Mn(K). Si pour tout
k ∈ J1, n − 1K,Tr

(
Ak
)

= 0 alors la matrice A est nilpotente ou
diagonalisable.

(https://fr.wikipedia.org/wiki/Polynôme_caractér
istique#Coefficients)

♦ det(XIn − M) = X
n−f1(M)Xn−1+· · ·+(−1)n

fn(M)

où, en notant (λ1, . . . , λn) les valeurs
propres de M prises avec multiplicité,

fk(M) = sk(λ1, . . . , λn)

où sk désigne le k-ème polynôme symétrique
élémentaire.
Grâce aux identités de Newton, les coeffi-
cients fk(M) s’expriment comme des fonc-
tions polynomiales des sommes de Newton
des valeurs propres :

n∑
i=1

λ
j
i

= Tr
(
M

j
)
.

■ Démonstration. à revoir
Source : [9] p. 114 D’après les formules des sommes de Newton et les relations coefficients-

racines ♦ , le polynôme caractéristique de la matrice A a pour expression

χA = Xn + (−1)n det(A).

Si det(A) = 0, le théorème de Cayley-Hamilton assure que A est
nilpotente. Sinon, le polynôme caractéristique est scindé à racines
simples donc A est diagonalisable (et d’ailleurs, toutes les valeurs
propres ont le même module).

https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn�me_caract�ristique##Coefficients
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn�me_caract�ristique##Coefficients


4.14 Supplémentaire stable

Exercice 4.14.1
Source : [9] p. 102

Soit u un endomorphisme diagonalisable de E
et F un sous-espace de E. Montrer que F admet un supplémentaire
stable par u.

▶ Solution. Considérons une base (e1, . . . , ep) de F et complétons
cette famille libre en une base (e1, . . . , en) de E avec des vecteurs
ep+1, . . . , en issus d’une base de diagonalisation de u. Commes les vec-
teurs ep+1, . . . , en sont des vecteurs propres associés à u, le sous-espace
Vect(ep+1, . . . , en) est stable par u. Comme c’est un supplémentaire
de F , il répond à la question. ◁

4.15 Endomorphisme adu
Source : [9] p.30

Définition 4.15.1 – Endomorphisme adu. Soit u un endo-
morphisme de E. L’endomorphisme adu de L (E) est défini par

adu :
L (E) −→ L (E)

v 7−→ u ◦ v − v ◦ u

Cet endomorphisme nous sert essentiellement à mesurer le défaut
de commutativité. Une première remarque dans ce sens est que le
commutant de u est C (u) = Ker(adu).

Exercice 4.15.1
Source : [9] p. 103

Soit A ∈ Mn(K) une matrice diagonalisable.
Montrer que adA est diagonalisable.

4.16 Grain de raisin : Décomposition de
Dunford

Trigonalisation
La diagonalisation ne permet pas de caractériser toutes les classes de
similitude de Mn(K). Lorsque le corps de base est égal à C, le polynôme
caractéristique d’une matrice A ∈ Mn(C) est toujours scindé et A est
alors trigonalisable. Le lemme des noyaux permet même dans ce cas de
trigonaliser A sous une forme diagonale par blocs avec pour chaque bloc
diagonal une unique valeur propre. Cela conduit à la notion de sous-
espace caractéristique et à la décomposition de Jordan-Dunford :
dans le cas abstrait, tout endomorphisme u d’un C-espace vectoriel de
dimension finie s’écrit de manière unique sous la forme u = d+ n où
d est diagonalisable, n est nilpotent et commute avec d. (h.p. cpge).
Cette décomposition amène l’attention sur les classes de similitude des
endomorphismes nilpotents. Avec un peu de travail il est alors possible
d’obtenir le théorème de Jordan qui règle complètement la question de
la détermination des classes de similitude sur un corps algébriquement
clos.
Dans le cadre général, l’outil fondamental pour élucider les classes de
similitude de Mn(K) est la notion d’endomorphisme cyclique.

Source : [4] Planche no 5. Réduction
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Exercice 4.16.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie non nulle et f un endomorphisme de E dont le polynôme
caractéristique est scindé sur K. Montrer qu’il existe un couple
d’endomorphismes (d, n) et un seul tel que d est diagonalisable, n
est nilpotent, n et d commutent, et f = d+ n.

▶ Solution. Posons χf
def=

p∏
k=1

(X − λk)αk où λ1, . . . , λp sont les

valeurs propres deux à deux distinctes de f .
Soit E′

k

def= Ker(f−λkId)αk (E′
k s’appelle le sous-espace caractéristique

de f associé à la valeur propre λk, 1 ⩽ k ⩽ p). D’après le théorème de
décomposition des noyaux, E = E′

1 ⊕ · · · ⊕ E′
p. De plus, la restriction

de f à E′
k induit un endomorphisme fk de E′

k (car f et (f − λkId)αk

commutent).
On note que (fk − λkId)αk = 0 et donc λk est l’unique valeur propre
de fk car toute valeur propre de fk est racine du polynôme annulateur
(X − λk)αk .
Existence de d et n. On définit d par ses restrictions dk aux E′

k,
1 ⩽ k ⩽ p : dk est l’homothétie de rapport λk. Puis on définit n par
n = f − d.
d est diagonalisable car toute base de E adaptée à la décomposition
E = E′

1 ⊕ · · · ⊕ E′
p est une base de vecteurs propres de d. De plus,

f = d+ n.
Soit nk l’endomorphisme de E′

k induit par n. On a nk = fk −
λkIdE′

k
et par définition de E′

k, n
αk
k

= 0. Mais alors, si on pose

α
def= max{α1, . . . , αp}, on a nαk = 0 pour tout k ∈ J1, pK et donc

nα = 0 (les endomorphismes nα et 0 coïncident sur des sous-espaces
supplémentaires). Ainsi, n est nilpotent. Enfin, pour tout k ∈ J1, pK,
nk commute avec dk car dk est une homothétie et donc nd = dn (les
endomorphismes nd et dn coïncident sur des sous-espaces supplémen-
taires).
Unicité de d et n. Supposons que f = d+ n avec d diagonalisable, n
nilpotent et nd = dn.
L’endomorphisme d commute avec n et donc avec f car df = d2 +dn =
d2 + nd = fd. Mais alors, n = f − d commute également avec f . Les
endomorphismes d et n laissent donc stables les sous-espaces carac-
téristiques E′

k, 1 ⩽ k ⩽ p de f . Pour k ∈ J1, pK, on note dk et nk les
endomorphismes de E′

k induits par d et n respectivement.
Soient k ∈ J1, pK puis µ une valeur propre de dk. D’après l’exercice
2.11,

det(fk − µId) = det(dk − µId + n) = det(dk − µId) = 0,

car dk − µId n’est pas inversible. On en déduit que fk − µId n’est pas
inversible et donc que µ est valeur propre de fk. Puisque λk est l’unique
valeur propre de fk, on a donc µ = λk. Ainsi, λk est l’unique valeur
propre de dk et puisque dk est diagonalisable ♦♦ Soit f un endomorphisme d’un espace vec-

toriel E de dimension finie non nulle et F un
sous-espace non nul de E stable par f . On
suppose que f est diagonalisable. Montrer que
la restriction de f à F est un endomorphisme
diagonalisable de F .

, on a nécessairement
dk = λkIdE′

k
puis nk = fk − λkIdE′

k
. Ceci montre l’unicité de d et

n. ◁

A rajouter :

— Matrices dont le spectre est un singleton
— Endomorphismes symétriques à valeurs propres positives
— Critère de non-diagonalisabilité sur C



f diagonalisable ⇐⇒ ∃B base de E telle que MatB(f) diagonale
⇐⇒ ∃B base de E formée de vep de f

⇐⇒ E =
⊕

λ∈Sp(f)
Eλ(f)

⇐⇒ dim E =
∑

λ∈Sp(f)
dim Eλ(f)

⇐⇒
{

χf est scindé
∀λ ∈ Sp(f), mλ = dim Eλ(f)

⇐⇒
∏

λ∈Sp(f)
(X − λ) ∈ Ann(f)

⇐⇒ ∃P ∈ Ann(f) sars
⇐= f possède n vap distinctes
⇐= χf sars
⇐= Mat(f) ∈ Sn(R)

P ∈ Ann(f)
Sp(f) ⊂ Rac(P ) f ∈ GL(E) ⇔ 0 /∈ Sp(f)

Spectre
λ ∈ Sp(f) ⇔ ∃x ̸= 0E , f(x) = λx

Polynôme caractéristique
χf (λ) = det(λIdE − f)

mf (λ) : ordre de la racine λ dans χf

Sous-espace propre
Eλ(f) = Ker(λIdE − f)

g endomorphisme induit par f
χg |χf

χf (λ) = λn − Tr(f)λn−1 + · · · + (−1)n det(f)

Les sep sont des sev stables par f
f ◦ g = g ◦ f ⇒ Eλ(f) stable par g

dimEλ(f)⩽mf (λ)

λ∈Sp(f)⇔dimEλ(f)⩾1

Cayley-Hamilton
χf (f)=0

λ∈Sp(f)⇔χλ(f)=0λ∈Sp(f)⇔χλ(f)=0





Espaces préhilbertiens ou
euclidiens 5

Lorsque E est un espace euclidien, le procédé de Gram-Schmidt per-
met, à partir d’une base adaptée à un drapeau total de E, d’obtenir
une base orthonormale adaptée à ce même drapeau.
Si l’on combine avec le théorème de trigonalisation utilisant les dra-
peaux, on constate que tout endomorphisme trigonalisable peut être
trigonalisé dans une base orthonormale.
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5.1 Déterminant de Gram

Définition 5.1.1 – Matrice de Gram. Soient E un espace
euclidien et (x1, . . . , xp) ∈ En. On définit la matrice de Gram par

G(x1, . . . , xp) def=
(

⟨xi, xj⟩
)
i,j∈J1,pK

.

Le déterminant de Gram permet de calculer des volumes et de tester
l’indépendance linéaire d’une famille de vecteurs.

Proposition 5.1.1 – .

Rg
(

G(x1, . . . , xn)
)

= Rg(x1, . . . , xn)

■ Démonstration.Source : [4] Planche 6 Maths SPE Soient F
def= Vect(x1, . . . , xn) et m

def= dimF .

Soient B
def= (ei)1⩽i⩽m une base orthonormée de F puis M la matrice

de la famille (xj)1⩽j⩽n dans la base B. La matrice M est une matrice
rectangulaire de format (m,n).
Soit (i, j) ∈ J1,mK × J1, nK. Puisque la base B est orthonormée, le
coefficient [M⊤M ]i,j est

m∑
k=1

mk,imk,j = ⟨xi, xj⟩,

et on a donc
G(x1, . . . , xn) = M⊤M.

Puisque Rg(x1, . . . , xn) = RgM , il s’agit de vérifier que Rg(M⊤M) =
RgM . Pour cela, montrons que les matrices M et M⊤M ont le même
noyau.
Soit X ∈ Mn,1(R).

X ∈ KerM =⇒ MX = 0

=⇒ M⊤MX = 0

=⇒ X ∈ Ker(M⊤M)

et aussi

X ∈ Ker
(
M⊤M

)
=⇒ M⊤MX = 0

=⇒ X⊤M⊤MX = 0

=⇒ (MX)⊤MX = 0

=⇒ MX2 = 0
=⇒ MX = 0
=⇒ X ∈ KerM.

Finalement, Ker(M⊤M) = KerM et donc, d’après le théorème du
rang,

Rg(x1, . . . , xn) = RgM = Rg(M⊤M) = Rg
(

G(x1, . . . , xn)
)
.



Proposition 5.1.2 – . La famille (x1, . . . , xp) est liée si et
seulement si det G(x1, . . . , xp) = 0 et est libre si et seulement si
det G(x1, . . . , xp) > 0.

■ Démonstration. Source : [4] Planche 6 Maths SPED’après ( ? ?) et puisque M⊤M ∈ Mn(K),

(x1, . . . , xn) liée ⇐⇒ Rg(x1, . . . , xn) < n

⇐⇒ Rg G(x1, . . . , xn) < n

⇐⇒ G(x1, . . . , xn) ̸∈ GLn(R)
⇐⇒ det G(x1, . . . , xn) = 0.

De plus, quand la famille (x1, . . . , xn) libre, avec les notations de ( ? ?),
on a m = n et la matrice M est une matrice carrée, inversible. On
peut donc écrire

det G(x1, . . . , xn) = det
(
M⊤M

)
= det(M)2 > 0.

Théorème 5.1.1 – Distance à un sous-espace vectoriel.
Soit E un espace préhilbertien. Soit F un sous-espace vectoriel

de E de dimension finie p ∈ N⋆ et soit (e1, . . . , ep) une base de F .
Alors pour tout x ∈ E,

d(x, F )2 =
G(e1, . . . , ep, x)
G(e1, . . . , ep)

.

■ Démonstration. Soit πF (x) le projeté orthogonal de x sur F .
Alors d(x, F )2 = x− πF (x)2 et par Pythagore,

x2 = πF (x)2 + x− πF (x)2.

De plus,
∀k ∈ J1, pK, ⟨x, ek⟩ = ⟨πF (x), ek⟩.

On obtient alors

G(e1, . . . , ep, x) =

∣∣∣∣∣∣∣ ⟨ei, ej⟩ ⟨ei, x⟩

⟨x, ej⟩ x2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣ ⟨ei, ej⟩ ⟨ei, πF (x)⟩ + 0

⟨x, ej⟩ πF (x)2 + x− πF (x)2

∣∣∣∣∣∣∣
♦ On écrit la dernière colonne sous la forme⟨e1, πF (x)⟩

...
⟨ep, πF (x)⟩
πF (x)2

 +

 0
...
0

x − πF (x)2

 .

Par linéarité du déterminant par rapport à la dernière colonne ♦ on
obtient

G(e1, . . . , ep, x) = G
(
e1, . . . , ep, πF (x)

)
+ x− πF (x)2G(e1, . . . , ep).

Comme πF (x) ∈ Vect(e1, . . . , ep), le premier terme est nul et donc

d(x, F )2 =
G(e1, . . . , ep, x)
G(e1, . . . , ep)

.
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Corollaire 5.1.1 Soit (x1, . . . , xn) ∈ En. Alors,

G(x1, . . . , xn) ⩽
n∏
i=1

xi
2

avec égalité si et seulement si la famille (x1, . . . , xn) est orthogonale.

Compléter avec [10] p. 185.

■ Démonstration.Source : Développement : Déterminant de
Gram – Jérôme Von Buhren, vonbuhren.free.fr

— Si la famille (x1, . . . , xn) est liée, le résultat est immédiat.
— Raisonnons par récurrence sur n ∈ N⋆ sur la propriété

Pn : « pour toute famille libre (x1, . . . , xn) de E, on a

G(x1, . . . , xn) ⩽
n∏
i=1

xi
2 ».

▷ Initialisation pour n = 1 : soit x1 ∈ E. Par définition,
G(x1) = ⟨x1, x1⟩ = x12 donc P1 est vérifiée.

▷ Hérédité : supponsons Pn vraie. Soit (x1, . . . , xn, xn+1)
une famille libre de E. En notant F

def= Vect(x1, . . . , xn),
il existe (f, πF ) ∈ F × F⊥ tel que xn+1 = f + πF . Par le
théorème Section 5.1 on the previous page et par Pn,

G(x1, . . . , xn+1) = G(x1, . . . , xn)πF ⩽ x1
2 · · ·xn2xn+1

2

car par le théorème de Pythagore, πF ⩽ xn+1. On conclut
que Pn+1 est vraie, d’où le résultat.

cas d’égalité

Proposition 5.1.3 – . La matrice de Gram est symétrique
positive.

Définition 5.1.2 – Matrices symé-
triques positives. L’ensemble des ma-
trices symétriques positives est noté
S +

n (R). Une matrice M ∈ S +
n (R) équi-

vaut à chacune des propriétés suivantes :

— pour tout X ∈
Mn(R), X⊤MX ⩾ 0,

— Sp(M) ⊂ R+.

■ Démonstration. — La matrice de Gram est symétrique par
symétrie du produit scalaire.

— Montrons la positivité de G. Soit X = (α1 · · ·αn)⊤ ∈ Mn,1(R).
Montrons que X⊤GX ⩾ 0.

X⊤GX =
n∑
i=1

n∑
j=1

⟨xi, xj⟩αiαj

=
n∑
i=1

n∑
j=1

⟨αixi, αjxj⟩

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiαi

∥∥∥∥∥
2

⩾ 0.

Ce qui montre bien que G est symétrique positive.

http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_determinant_gram.pdf
http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_determinant_gram.pdf


5.2 Positivité de la matrice de Hilbert

Source : Planche n°14. Espaces euclidiens de
[4]Si on interprète le terme général de la matrice de Hilbert comme

Hi,j =
∫ 1

0
xi+j−2 dx

on peut y reconnaître une Déterminant de Gram pour les fonctions
puissances et le produit scalaire usuel sur l’espace des fonctions de
[0, 1] dans R de carré intégrable. Puisque les fonctions puissances sont
linéairement indépendantes, les matrices de Hilbert sont donc définies
positives.

5.3 Décompositions matricielles

Voir le thème 23 de [5]

Définition 5.3.1 – Déterminants principaux. Soit A ∈
Mn(R). Pour tout j ∈ J1, nK, la matrice obtenue à partir de A en
ne gardant que les j premières lignes et les j premières colonnes. La
famille (detAj)1⩽j⩽n est la famille des déterminants principaux
de A.

Cette décomposition est utilisée en analyse
numérique pour résoudre des systèmes d’équa-
tions linéaires.

Théorème 5.3.1 – Décomposition LU (ou LR). Toute matrice
A ∈ GLn(R) peut s’écrire sous la forme A = LU où L est une
matrice triangulaire inférieure (Lower) ayant uniquement de 1 sur
la diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure (Upper)
si et seulement si tous les déterminants principaux de A sont non
nuls.
Si elle existe, une telle décomposition est unique.

Théorème 5.3.2 – Décomposition de Cholesky. Une ma-
trice réelle A est symétrique définie positive si et seulement s’il
existe une matrice inversible B triangulaire inférieure telle que
A = BB⊤. De plus, une telle décomposition est unique si on im-
pose la positivité des coefficients diagonaux de B.

Théorème 5.3.3 – Décomposition QR. Toute matrice A ∈
GLn(R) s’écrit de manière unique A = QR, où Q est une matrice or-
thogonale et R est une matrice triangulaire supérieure à coefficients
diagonaux strictement positifs.

Corollaire 5.3.1 Décomposition d’Iwasama
Toute matrice A ∈ GLn(R) s’écrit de manière unique A = QDR

où Q est une matrice orthogonale, D est une matrice diagonale
à coefficients diagonaux strictement positifs et R est une matrice
triangulaire supérieure à coefficients diagonaux égaux à 1.

Théorème 5.3.4 – Décomposition polaire. Toute matrice
A ∈ GLn(R) peut s’écrire de manière unique sous la forme A = ΩS
où Ω est une matrice orthogonale et S est une matrice symétrique
définie positive.

Lire chapitre 7 de [11] page 77.
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La décomposition polaire des matrices est nommée ainsi par analogie
avec celle du plan complexe : si z ∈ C⋆, il existe un et un seul couple
(r, q) ∈ R⋆+ × S1 (S1 désigne le cercle unité, ensemble des nombres
complexes de module 1), tel que z = rq. Si z agit par multiplication
sur C (ou sur C⋆), cette action est décomposée en une rotation d’angle
θ (où q = exp iθ) et une homothétie de rapport r > 0.
Le fait que ces deux actions commutent entre elles traduit la commuta-
tivité du groupe C⋆ : cette propriété sera perdue dans le décomposition
polaire du groupe GLn(K), cer celui-ci n’est pas abélien.

Propriété Version complexe Version matricielle

Homéomorphisme exp: R → R⋆+ exp: Sn(R) → S ++
n (R)

Surjection continue exp: iR → S1 exp: An(R) → SOn(R)

A COMPLETER

Corollaire 5.3.2 Toute matrice A ∈ Mn(R) peut s’écrire sous
la forme A = ΩS où Ω est une matrice orthogonale et S est une
matrice symétrique positive.

5.3.1 Décomposition d’Iwasama

Théorème 5.3.5 – . Soient n ∈ N⋆ et M ∈ GLn(R). Il existe un
unique couple (O, T ) tel que :

M = OT,

avec O une matrice orthogonale et T une matrice triangulaire
supérieure à coefficients diagonaux strictement positifs.

Comme M est inversible, c’est une matrice de changement de base.
Le produit et l’inversibilité sont stables dans T +

n .

Proposition 5.3.1 – Le procédé de
Gram-Schmidt. Soit E un espace vecto-
riel préhilbertien et soit F = (ei)i∈I une
famille libre dans E ; il existe une unique
famille orthonormale G = (εi)i∈I telle
que pour tout k ∈ J1, nK,

— Vect(e1, . . . , ek) =
Vect(ε1, . . . , εk),

— ⟨ek, εk⟩ > 0.

La famille G est appelée
l’orthonormalisée (de Gram-Schmidt)
de F .

■ Démonstration. — Existence.
On note B la base canonique de Rn. Soit C

def= (C1, . . . , Cn) la
famille des vecteurs colonnes de la matrice M exprimés dans B.
Comme M est inversible, C forme une base de Rn. Appliquons-lui
le procédé d’orthonormalisation de Gram–Schmidt.
Il existe une base orthonormée BO

def= (O1, . . . , On) telle que
pour tout i ∈ J1, nK

Vect(C1, . . . , Ci) = Vect(O1, . . . , Oi) (1) et ⟨Ci, Oi⟩ > 0 (2).

On écrit

M = PB→C = PB→BO
× PBO→C

def= OT.

La matrice O est une matrice de passage de la base canonique
à une base orthonormée, elle est donc orthogonale. Le caractère
triangulaire de la matrice T vient de (1) et la stricte positivité
des termes sa diagonale de (2).

— Unicité.
Supposons qu’il existe deux décompositions d’Iwasama. Soit
M = OT = O′T ′. T est inversible. (O′)−1O = T ′T−1. Le pre-
mier terme est une matrice orthogonale et le second triangulaire



supérieure car ces deux ensembles sont des groupes multiplicatifs.
B = T ′T−1 est diagonale (schéma) de coeff...

5.4 Inégalité d’Hadamard

Théorème 5.4.1 – Inégalité d’Hadamard. Soit M ∈ Mn(C)
et soient X1, . . . , Xn ses vecteurs colonnes. Alors,

|detM | ⩽
n∏
i=1

∥Xi∥

avec égalité si et seulement si la famille (Xi)1⩽i⩽n est orthogonale.

Voyons deux démonstrations de ce résultat ; une première en utilisant
la décomposition d’Iwasama et une deuxième le 5.1.

■ Démonstration. — Si la matrice M n’est pas inversible alors
detM = 0 et comme une norme est à valeurs positives, le résultat
est immédiat.

— Supposons queM est inversible. D’après la décomposition d’Iwasama,
il existe une matrice O ∈ On(C) et T

def= (ti,j)1⩽i,j⩽n, triangu-
laire supérieure dont les coefficients diagonaux sont strictement
positifs telles que M = OT . D’après la multiplicité du détermi-
nant,

detM = det(O) det(T ).

Or detO = ±1 donc

| detM | = | detT | =
n∏
i=1

|ti,i|. (5.1)

Par construction, pour tout i ∈ J1, nK, ti,i
def= ⟨Xi, Oi⟩ où Oi est

un vecteur unitaire. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
pour tout i ∈ J1, nK,

|ti,i| =
∣∣⟨Xi, Oi⟩∣∣ ⩽ Xi Oi︸︷︷︸

=1

.

Ainsi d’après (5.1),

∣∣ det(M)
∣∣ ⩽ n∏

i=1

Xi.

cas d’égalité

■ Démonstration. — Si la matrice M n’est pas inversible, le
résultat est immédiat.

— Supposons que M est inversible. On a

M⊤M = G(X1, . . . , Xn),
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la matrice de Gram de la famille des colonnes de la matrice M .
En composant cette relation par le déterminant,

det
(
M⊤M

)
= det

(
G(X1, . . . , Xn)

)
= det(M)2

car det
(
M⊤
)

= detM . D’après le (??),

det G(X1, . . . , Xn) ⩽
n∏
i=1

Xi
2

soit det(M)2 ⩽

n∏
i=1

Xi
2

En passant à la racine on obtient l’inégalité d’Hadamard.

Définition 5.4.1 – Parallélotope. Soit
(x1, . . . , xn) une famille libre. Le paral-
lélotope engendré par cette famille est
défini par

P
def
=
{
x =

n∑
i=1

tixi

∣∣∣ ∀i ti ∈ [0, 1]
}
.

L’inégalité d’Hadamard nous apprend que le volume du parallélotope
défini par les vecteurs colonnes est inférieur ou égal au produit des
normes de ses vecteurs et il y a égalité si et seulement si la matrice est
diagonale, ou encore que le parallélotope est rectangle.

Proposition 5.4.1 – . Soient S ++
n (R) l’ensemble des matrices

réelles d’ordre n symétriques à valeurs propres strictement positives
et A = (ai,j) ∈ S ++

n (R). Alors,

det(A) ⩽
n∏
i=1

ai,i.

Exercice 5.4.1
Source : exercice 4, TD 14 [5]

1. Soit (γ1, . . . , γn) ∈ (R⋆)n. Montrer que B = (γiγjai,j) ∈
S ++
n (R).

2. Montrer que det(A)1/n ⩽ Tr(A)
n

.
On pourra utiliser l’inégalité arithmético-géométrique.

Proposition 5.4.2 – Inégalité
arithmético-géométrique. Soient
n ∈ N⋆ et x1, . . . , xn des réels positifs.
Alors,

x1 + · · · + xn

n
⩾ n√x1 · · · xn.

Il y a égalité si et seulement si tous les
xi sont égaux.

Pour d’autres inégalités, lire le chapitre 16,
p.117 de la deuxième édition de Raisonne-
ments divins (en fr)

3. Montrer que pour tout i ∈ J1, nK, ai,i > 0. On pose γi = 1√
ai,i

.
En déduire l’inégalité d’Hadamard.

5.5 Familles de polynômes orthogonaux

Soient I un intervalle non vide de R et w ∈ C (I,R⋆+). On suppose que,
pour tout entier naturel n,

∫

I |x|nw(x) dx converge. On note

H
def=
{
f ∈ C (I,R)

∣∣∣∣ ∫
I
f2w converge

}
.

Pour tout (P,Q) ∈ R[X]2, on pose

⟨P,Q⟩ def=
∫

I
P (t)Q(t)w(t) dt.



5.5.1 Construction

Exercice 5.5.1
Source : [5] (Exercice 17 Ch 13)

1. Montrer que ⟨·, ·⟩ est un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer qu’il existe une suite (Pn)n∈N de polynômes tels que

— pour tout n ∈ N, degPn = n,
— pour tout (n,m) ∈ N2, n ̸= m, ⟨Pn, Pm⟩ = 0,
— pour tout n ∈ N, Pn est unitaire.

Soit n un entier naturel.
3. Montrer que Vect(P0, . . . , Pn) = Rn[X].
4. Montrer que Pn+1 ∈ Rn[X]⊥.

▶ Solution. Source : Solution de [5]

1. ▷ Montrons que ⟨·, ·⟩ est bien définie. D’une part, PQw est
une fonction continue sur I.
De plus, |PQ| ⩽ P2+Q2

2 . Comme w est à valeurs positives,
alors

|PQw| ⩽
1
2

[
P 2w +Q2w

]
.

Comme P 2w et Q2w sont intégrables sur I, d’après les
théorèmes de comparaison, PQw est intégrable sur I.

▷ ⟨·, ·⟩ est bien symétrique par commutativité du produit de
deux polynômes.

▷ est bilinéaire par linéarité des intégrales convergentes.
▷ Soit P ∈ Rn[X]. Comme w ⩾ 0, par croissance de l’intégrale,

∫

I
P (x)2w(x) dx ⩾ 0.

De plus, si
∫

I
P 2w = 0, comme P est une fonction polyno-

miale donc continue et w est continue, d’après la positivité
de l’intégrale,

∀t ∈ I, P (t)2w(t) = 0.

De plus, w est à valeurs strictement positives, donc

∀t ∈ I, P (t) = 0.

Ainsi, P possède une infinité de racines distinctes et P est
le polynôme nul.

Finalement, ⟨·, ·⟩ est une forme bilinéaire définie positive, donc
elle définit un produit scalaire.

2. La famille (Xn)n∈N est la base canonique de R[X]. En appliquant
le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt à cette famille,
on construit une famille de polynôme (Pn)n∈N telle que, pour
tout n ∈ N, il existe (λ0, . . . , λn−1) ∈ Rn tel que

Pn
def= Xn +

n−1∑
j=0

λjPj .

Ainsi, pour tout n ∈ N, degPn = n et Pn est unitaire.
De plus, (Pn)n∈N est une famille orthogonale et

∀(m,n) ∈ N2,m ̸= n, ⟨Pn, Pm⟩ = 0.

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/chap_e13.pdf
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3. D’après le procédé de Gram-Schmidt, pour tout n ∈ N,

Vect(P0, . . . , Pn) = Vect(1, X, . . . , Xn)
= Rn[X].

4. Soit P ∈ Rn[X]. D’après la question précédente, il existe (µ0, . . . , µn) ∈
Rn+1 tel que

P =
n∑
k=0

µkPk.

Alors, par linéarité du produit scalaire,

⟨Pn+1, P ⟩ =
n∑
k=0

µk⟨Pk, Pn+1⟩

= 0.

Ainsi, Pn+1 ∈ Rn[X]⊥.

◁

5.5.2 Racines

Exercice 5.5.2 On note (αi)i⩽i⩽k les racines de Pn qui ap-
partiennent à I̊ et qui sont de multiplicité impaire. On pose

Q
def=

k∏
i=1

(X − αi).

1. Majorer le degré de Q.
2. Déterminer le signe de PnQ sur I.
3. En déduire que k = n et que Pn a toutes ses racines réelles

et simples dans I̊.

▶ Solution. Nous allons montrer que Pn admet au moins n chan-
gements de signe dans I. C’est pour cela que nous considérons les
racines de multiplicité impaire, ce sont elles qui correspondent aux
changements de signe.

1. Comme degPn = n, le polynôme Pn possède au plus n racines
réelles distinctes. Ainsi, degQ ⩽ n.

2. En notant a1, . . . , ap les racines réelles distinctes de P , on écrit
sous forme irréductible :

Pn =
p∏
i=1

(X − ai)ri

s∏
i=1

(X2 + biX + ci)ℓi .

Ainsi, pour tout i ∈ J1, pK, il existe di ∈ R non nul tel que

Pn(x) ∼
ai

di(x− ai)ri .

Alors, pour tout i ∈ J1, k, il existe d̃i ∈ R non nul tel que

Pn(x)Q(x) ∼
αi

d̃i(x− αi)ri+1.

Comme ri est impair, le polynôme PnQ ne change pas de signe
au voisinage de αi.
De plus, si ai est une racine de Pn de multiplicité paire, alors Pn



ne change pas de signe au voisinage de ai, d’après la première
question.
Finalement, PnQ garde un signe constant sur I.

3. Supposons par l’absurde que k < n. Alors, Q ∈ Rk[X] ⊂
Rn−1[X] et, d’après la question 4., Pn ∈ Rn−1[X]⊥. Alors,

⟨Pn, Q⟩ = 0
∫

I
Pn(t)Q(t)w(t) dt = 0.

D’après la question précédente, PnQw est une fonction continue
et de signe constant. Ainsi, d’après la positivité de l’intégrale,
PnQw = 0 sur I. Comme w est à valeurs strictement positives,

∀x ∈ I, Pn(x)Q(x) = 0.

Ainsi, PnQ possède une infinité de racines soit PnQ = 0. Or
Q ̸= 0, soit Pn = 0, ce qui est absurde. Finalement, k = n

♦
♦ Pn a au moins n changements de signe sur
I ; par le théorème des valeurs intermédiaires,
Pn a au moins n racines dans I et comme Pn

est de degré n, il y a exactement n racines
simples.

et degQ = n, donc toutes les racines de Pn sont simples et
appartiennent à I̊.

◁

5.5.3 Relation de récurrence

Exercice 5.5.3
1. Montrer que (P0, . . . , Pn−1, XPn−1) forme une base de

Rn[X].

On note Pn =
n−1∑
k=0

αkPk + αnXPn−1.

2. Montrer que, pour tout j ∈ J0, n− 3K, αj = 0.
3. En déduire qu’il existe trois suites réelles (an), (bn) et (cn)

telles que

∀n ∈ N, Pn+2 = (anX + bn)Pn+1 + cnPn.

▶ Solution. 1. (P0, . . . , Pn−1, XPn−1) est une famille de n+ 1
polynômes appartenant à Rn[X] et de degrés échelonnés. Ainsi,
(P0, . . . , Pn−1, XPn−1) est une base de Rn[X].

2. Soit j ⩽ n− 3. D’après les définitions,

⟨XPn−1, Pj⟩ =
∫

I
tPn−1(t)Pj(t) dt

= ⟨XPj︸︷︷︸
∈Rn−2[X]

, Pn−1⟩.

Or, d’après la question 4., Pn−1 ∈ Rn−2[X]⊥.
Alors, comme (P0, . . . , Pn) est orthogonale,

0 = ⟨Pn, Pj⟩

=
n−1∑
k=0

αk⟨Pk, Pj⟩ + ⟨XPn−1, Pj⟩

= αjPj
2.

Comme Pj ̸= 0, alors αj = 0.
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3. D’après la question précédente, il existe (αn−2, αn−1, αn) ∈ R3

tel que

Pn = αn−2Pn−2 + αn−1Pn−1 + αnXPn−1

= (αnX + αn−1)Pn−1 + αn−2Pn−2.

Ainsi, la suite (Pn)n∈N satisfait une relation de récurrence d’ordre
2.

◁

Exercice 5.5.4
Source : [1] p. 155

Soient f ∈ C 0(I,R) et (Pn)n∈N une famille
de polynômes orthogonaux. Montrer que

∑
⟨f, Pn⟩2 converge et

prouver l’égalité de Parseval :

∀f ∈ C 0(I,R), f2 =
+∞∑
n=0

⟨f, Pn⟩2.

▶ Solution. ◁

5.5.4 Équation différentielle

Source : Polynômes orthogonaux – Fabien
Pucci Soient a et b deux fonctions définies sur un intervalle I

def= ]α, β[ de R
borné ou non, avec α > 0 sur I. On se propose d’étudier les valeurs
propres de l’opérateur différentiel :

T (y) def= ay′′ + by′. (5.2)

On introduit pour cela une fonction résolvante w à valeurs strictement
positives sur I qui permet d’écrire l’opérateur T sous une forme dont
nous verrons bientôt l’utilité

T (y) =
1
w

(
awy′

)′

=
1
w

(
a′wy′ + aw′y′ + awy′′

)
T (y) = ay′′ + a′y′ +

aw′

w
y′.

En égalisant avec 5.2, la fonction w doit être solution de l’équation
différentielle linéaire du premier ordre :

aw′ + (a′ − b)w = 0,

donc de la forme w = eA, où A est une primitive de b−a′

a
.

On voit alors que pour le produit scalaire ⟨f, g⟩ def=
∫

I f(x)g(x)w(x) dx,
on a :

⟨T (f), g⟩ =
∫

I
(awf ′)′(x)g(x) dx =

[
awf ′g

]
I
−
∫

I
a(x)w(x)f ′(x)g′(x) dx.

Si de plus la fonction aw s’annule aux bornes de I (ou tend vers 0 en
ses bornes si I est infini), on a par intégration par parties

⟨T (f), g⟩ = −
∫

I
a(x)w(x)f ′(x)g′(x) dx = ⟨f, T (f)⟩,



autrement dit, l’opérateur T est symétrique.
Bien sûr, il faudrait préciser un peu les hypothèses sur les fonctions a
et b pour que tout cela ait un sens, et en particulier préciser sur quel
domaine est défini le produit scalaire précédent.
Nous nous limiterons ici au cas où a et b sont des fonctions polynomiales
de la forme

a(x) def= a2x
2 + a1x+ a0 et b(x) def= b1x+ b0.

Dans ce cas, l’opérateur T est, pour tout entier n ∈ N, une application
linéaire de l’espace Pn des fonctions polynomiales de degré inférieur à
n dans lui-même et le produit scalaire ⟨·, ·⟩ est défini sur cet espace si
∫

I |x|kw(x) dx converge pour tout k ⩽ n.
Sous cette hypothèse, Pn muni de ce produit scalaire est un espace
vectoriel euclidien de dimension finie n + 1, et l’opérateur T est un
endomorphisme symétrique de cet espace. Il existe alors une base
orthonormée de Pn constituée de vecteurs propres de T .
En particulier, il existe au moins un vecteur propre Pn de degré n,
qu’on peut choisir unitaire, et qui vérifie donc :

T (Pn) = λnPn ⇐⇒ aP ′′
n + bP ′

n = λnPn.

En considérant le terme de degré n dans cette égalité, on obtient :

λn = n
(
a2(n− 1) + b1

)
.

On sait que les sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique
associés à des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Il en résulte
qui si les valeurs propres λn sont toutes distinctes, les polynômes Pn
seront deux à deux orthogonaux i.e.

∫

I
Pn(x)Pn(x)w(x) dx = 0 pour m ̸= n.

Ce sera le cas si l’équation :

a2n(n−1)+b1n = a2m(m−1)+b1m ⇐⇒ (n−m)
(
a2(n+m−1)+b1

)
= 0

n’admet pas de solutions entières positives (n,m) avec n ̸= m.

Remarque 5.5.1 On peut bien sûr ajouter à l’opérateur T un
terme cy, avec c constant, sans changer la symétrie de T , ni les
vecteurs propres. On en fait alors que translater les valeurs propres.

5.5.5 Conclusion

Pour chaque choix de w, on construit ainsi un produit scalaire ap-
pelé produit scalaire usuel avec poids w sur C 0(I,R). Pour chacun de
ces choix, l’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué à la base
canonique (1, X,X2, . . . ) fait apparaître des familles de polynômes
orthogonaux.
C’est ainsi qu’il existe beaucoup de familles connues de polynômes
orthogonaux dont l’introduction a été motivée par la résolution d’équa-
tions différentielles issues de la physique. Ces familles de polynômes
sont aussi utilisées, via les formules de quadrature, pour calculer des
valeurs approchées d’intégrales.
Le tableau ci-dessous rassemble quelques exemples de ces familles.
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Nom I w(x) Relation de récurrence Équation différentielle

Legendre [−1, 1] 1 (n+ 2)Ln+2 = (2n+ 3)Ln+1 − (n+ 1)Ln (1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0
Tchebychev ] − 1, 1[ 1√

1−x2
Tn+2 = 2XTn+1 − Tn (1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0

Laguerre R+ e−x (n+ 2)Ln+2 = (−X + 2n+ 3)Ln+1 − (n+ 1)Ln xy′′ + (1 − x)y′ + ny = 0
Hermite R e−x2 Hn+2 = 2XHn+1 − 2(n+ 1)Hn y′′ − 2xy′ + 2ny = 0

5.6 Rayon spectral d’une matrice

Définition 5.6.1 – Rayon spectral. Soient n ⩾ 2 et M ∈
Mn(C). On définit le rayon spectral de la matrice M par

ρ(M) def= max
{

|λ|
∣∣ λ ∈ SpC(M)

}
.

Exercice 5.6.1
Source : [1] p. 182

Montrer que Mp −−−−−→
p→+∞

0 implique ρ(M) < 1.

Montrer la réciproque dans les situations successives :

— M est diagonalisable ;
— M ne possède qu’une unique valeur propre complexe ;
— M ∈ Mn(C) vérifie ρ(M) < 1.

5.7 Caractétisation des projecteurs orthogonaux

Proposition 5.7.1 – . Soient E un espace euclidien et p un
projecteur de E. Alors p est un projecteur orthogonal si et seulement
si, pour tout x ∈ E,

p(x) ⩽ x.

■ Démonstration. (⇒) Il existe F un sev de E tel que p soit la
projection sur F parallèlement à F⊥. On décompose tout vecteur
de E comme la somme unique d’un élément de F et de F⊥ puis
on applique le théorème de Pythagore.

(⇐) —
Source : Exos incontournables SUP

Raisonner par l’absurde. Soit F et G tels que p soit la
projection sur F parallèlement à G. Considérer un vecteur
de G⊥ \ F et aboutir à une contradiction.

—
Source : Ellipses p.176

Soit p une projection telle que pour tout x ∈ E, p(x) ⩽ x.
Nous allons poser un vecteur dont la composante selon Im p

sera variable. Soit x ∈ Ker p et y ∈ Im p, pour tout t ∈ R,

ty ⩽ x+ ty ⇔ t2y2 ⩽ x+ ty2

⇔ t2y2 ⩽ x2 + t2y2 + 2t⟨x, y⟩

⇔ x2 + 2t⟨x, y⟩ ⩾ 0
⇒ ⟨x, y⟩ = 0 car cette inégalité est vraie pour tout t ∈ R

Donc Ker p et Im p sont orthogonaux et p est un projecteur
orthogonal.



5.8 Famille obtusangle

Définition 5.8.1 – Famille obtusangle. Soit E un espace
euclidien de dimension n ⩾ 2. Soit (x1, . . . , xp) une famille de
vecteurs de E. On dit que cette famille est obtusangle si et seulement
si pour tout i ̸= j, ⟨xi, xj⟩ < 0.

Exercice 5.8.1 Soit E un espace vectoriel de dimension n non
nulle et soit (x1, . . . , xp) une famille obtusangle de E. Montrer que
p ⩽ n+ 1.

▶ Solution. Source : Planche no 7. Espaces euclidiens◁

5.9 Exercice 6.28 du ELLIPSES

Exercice 5.9.1 Soit A ∈ M1,n(R). Montrer que B = A⊤A est
diagonalisable et déterminer une matrice diagonale semblable à B.

Méthode 5.9.1 ...

▶ Solution. — On montre facilement que B est symétrique et
comme cette matrice est réelle, elle est diagonalisable.

— Toutes les lignes de B sont proportionnelles, et colinéaires à A ;
donc B est de rang 1 et dimE0(B) = n− 1 ; la deuxième valeur

propre de B est : Tr(B) =
n∑
k=1

a2
k en posant A = (a1, . . . , an).

Enfin, Diag
(

n∑
k=1

a2
k, 0, . . . , 0

)
est semblable à B.

◁

5.10 Exercice

Exercice 5.10.1
Source : RMS 132 3. Agrégation Interne de
Mathématiques (première épreuve 2022)

Vrai ou faux : « les matrices carrées et symé-
triques à coefficients dans C sont diagonalisables. »

Commençons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.10.1 Une matrice nilpotente non nulle n’est pas diago-
nalisable.

■ Démonstration. Soit A ∈ Mn(R) une matrice nilpotente dia-
gonalisable.
Alors il existe P ∈ GLn(R) et D une matrice diagonale telles que
A = PDP−1. Or A est nilpotente donc il existe p ∈ N tel que
Ap = PDpP−1 = 0. Donc Dp = 0 soit D = 0 et A = 0.
On peut aussi dire qu’une matrice ayant une unique valeur propre
(comme c’est la cas des matrices nilpotentes) est diagonalisable si et
seulement si elle est diagonale.
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▶ Solution. Cette affirmation est fausse.

En effet en taille 2, la matrice A
def=
(

1 i
i −1

)
est symétrique et

non nulle ; elle vérifie A2 = 0. Or d’après le lemme, une matrice
nilpotente non nulle n’est pas diagonalisable. En taille n > 2 la matrice
B telle que [B]i,j = [A]i,j si 1 ⩽ i, j ⩽ 2 et [B]i,j = 0 sinon est
elle aussi symétrique, nilpotente et non nulle et n’est donc n’est pas
diagonalisable. ◁

B
def
=


1 i 0 · · · 0
i −1 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0


A rajouter :

— Extremums d’une fonction sur les fonctions continues
— Racine carrée d’un endomorphisme autoadjoint positif
— Endomorphismes et matrices antisymétriques



J. Liouville montre en 1840 que e2 est égale-
ment irrationnel. (à compléter) Charles Her-
mite montre en 1873 que e est transcendant

Définition 6.1.1 – Nombre transcen-
dant.

Espaces vectoriels normés,
suites 6

6.1 e est irrationnel

Proposition 6.1.1 – . Le nombre e def= exp(1) est irrationnel.

Une version de la preuve est dans Proofs from
the BOOK (p.47)La démonstration suivante est due à Joseph Fourier (1815).

■ Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe deux en-
tiers a et b non nuls tels que e = a

b
. Alors, pour tout n ⩾ 0,

n!b e = n! a.

Le terme de droite est un entier et le terme de gauche s’écrit ♦

♦ e =

+∞∑
n=0

1
n!

n!b
(

1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · · +
1
n!

+
1

(n+ 1)!
+ · · ·

)
qui se décompose en la somme d’un entier

bn!
(

1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · · +
1
n!

)
et d’un second membre

b

( 1
n+ 1

+
1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

+ · · ·
)
.

Or ce second membre n’est pas entier car pour n > 1,

0 <
1

n+ 1
+

1
(n+ 1)(n+ 2)

+
1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ · · ·

<
1

n+ 1
+

1
(n+ 1)2 +

1
(n+ 1)3 + · · · =

1
n+ 1

·
1

1 − 1
n+1

=
1
n
.

Ainsi le membre de gauche n’est pas entier et on aboutit à une contra-
diction. On en déduit que le nombre e est irrationnel.

6.2 Autour du lemme de Cesàro

6.2.1 Lemme de Cesàro, application à un+1 = sin(un)
Source : [1] p. 227

Exercice 6.2.1 Déterminer une suite simple, équivalente à la
suite définie par u0 ∈]0, 1] et pour tout n ∈ N,

un+1 = sinun.

▶ Éléments de solution. On pourra déterminer α ∈ R tel que
uαn+1 − uαn est convergente vers une limite non nulle, puis appliquer le
lemme de Cesàro. ◁
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6.2.2 Une variante de Cesàro

Grossièrement on voit que « ça marche » car

vn −→
1

2n

n∑
k=0

(n
k

)
︸ ︷︷ ︸

=2n

×ℓ = ℓ.

Exercice 6.2.2 Soit (un)n∈N une suite réelle convergeant vers ℓ.
On définit une suite (vn)n∈N par

∀n ∈ N, vn
def=

1
2n

n∑
k=0

(n
k

)
uk.

Montrer que lim
n→+∞

vn = ℓ.

▶ Éléments de solution. Le méthode consiste à se ramener au
cas où ℓ = 0 en posant deux suites auxiliares u′

n = un−ℓ et v′
n = vn−ℓ.

La démarche est en suite analogue à la démonstration du Lemme de
Cesàro. ◁

6.3 Normes ℓp et inégalités

La suite définie une norme sur Kn et établit une généralisation de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Le produit scalaire sur Kn est noté ⟨·, ·⟩.

Définition 6.3.1 – . Soit u ∈ Kn. Pour tout réel p ⩾ 1, on
définit l’application ∥ · ∥p par

∥u∥p
def=

(
n∑
k=1

|ui|p
)1/p

.

Définition 6.3.2 – Norme. L’applica-
tion N : E → R+ est une norme sur E
si

(i) Séparabilité : ∀x ∈ E,N(x) =
0 ⇔ x = 0E .

(ii) Homogénéité : ∀x ∈ E, ∀λ ∈
K, N(λx) = |λ|N(x).

(iii) Inégalité triangulaire :
∀(x, y) ∈ E2, N(x + y) ⩽
N(x) + N(y).

Proposition 6.3.1 – Normes ℓp. Pour 1 ⩽ p ⩽∞, l’application
x 7→ ∥x∥p définie une norme sur Kn.

Proposition 6.3.2 – Inégalité de Minkowski. En particu-
lier, on a l’inégalité de Minkowski

∥x+ y∥p ⩽ ∥x∥p + ∥y∥p.

Pour montrer que l’application ∥ · ∥p définie bien une norme sur Kn, il
faut entre autre montrer qu’elle vérifie l’inégalité triangulaire et pour
montrer cela nous allons d’abord démontrer l’inégalité de Hölder :

Proposition 6.3.3 – Inégalité de Hölder. En outre, on a
l’inégalité de Hölder : soient deux réels p > 1 et q > 1 tels que
1
p

+ 1
q

= 1 (p et q sont conjugués). Pour tout u, v ∈ Kn∣∣⟨u, v⟩
∣∣ ⩽ ∥u∥p∥v∥q .

■ Démonstration.Source : Inégalité de Hölder – Bibm@th.net

— Un lemme fondamental :
D’après la concavité de la fonction logarithme,

∀(x, y) ∈ R⋆+
2, ln

(
xp

p
+
yq

q

)
⩾

ln(xp)
p

+
ln(yq)
q

= ln(xy).

https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./h/holder.html


En passant à l’exponentielle, on obtient

xy ⩽
xp

p
+
yq

q
.

— Un cas particulier crutial :
Nous démontrons pour le moment l’inégalité dans le cas où
n∑
k=1

|uk|p = 1 et
n∑
k=1

|vk|q = 1.

D’après le lemme, pour tout k ∈ J1, nK,

|uk||vk| ⩽
|uk|p

p
+

|vk|q

q
.

En sommant cette inégalité pour k allant de 1 à n, on obtient le
résultat.

— Raisonnement par homogénéité :
Pour obtenir le cas général, il suffit d’appliquer la cas particulier
avec

|u′
k| =

uk

∥u∥p
et |v′

k| =
vk

∥v∥p
.

Remarque 6.3.1 Pour p = q = 2, on retrouve l’inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Montrons maintenant que ∥ · ∥p définie bien une norme sur Kn.

■ Démonstration.

(lire aussi Chapitre 4 - Normes page 39 [11])
Exercice 4.81 page 377 [12]

Tout d’abord, on s’assure que ∥ · ∥p est bien
à valeurs positives.

(i) Séparabilité :
(⇐) Immédiat.
(⇒) Soit u ∈ Kn tel que ∥λu∥p = 0. Alors

n∑
k=1

|λui|p = 0

qui est une somme de termes positifs donc chacun des termes
est nul et

∀k ∈ J1, nK, uk = 0

ce qui assure que u = 0.
(ii) Homogénéité : soient u ∈ Kn et λ ∈ K,

∥λu∥p =

(
n∑
k=1

|λui|p
)1/p

...

(iii) Inégalité triangulaire : Soient u, v ∈ Kn, montrons que

∥u+ v∥p ⩽ ∥u∥p∥v∥p.

Soit k ∈ J1, nK,

|uk + vk|p = |uk| × |uk + vk|p−1 + |vk| × |uk + vk|p−1

et sommer pour k allant de 1 à n. Appliquer le résultat précédent
à chaque somme, factoriser et multiplier l’inégalité par une somme
judicieuse.
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Proposition 6.3.4 – .
Source : Proposition 4.1.3. [11]

Toutes les normes de E = Kn sont
équivalentes. Par exemple :

∥x∥∞ ⩽ ∥x∥p ⩽ p1/p∥x∥∞



Analyse





Suites & Séries numériques 7
Bien avant qu’elle ne soit conceptualisée, on a utilisé des itérations où

est sous-jacente la notion de suite. Par exemple, Archimède quand
il cherche une valeur approchée de π considère les suites (pn) et (Pn)
des périmètres des polygones inscrits et circonscrits à un cercle de
rayon 1 et aboutit à des formules qui équivalent à p2n =

√
pnPn et

P2n = 2Pnp2n
p2n+Pn

.
La théorie des suites au sens moderne est établie au début au début du
xixe siècle quand s’affirme la volonté de donner à l’analyse des bases
rigoureuses qui la débarrassent des notions métaphysiques d’infiniment
petits ou de quantités évanouissantes. Dans ses Notions fondamentales
de la théorie des suites, rédigée vers 1800 et restées inédites, Gauss
donne la définition moderne d’une suite (application de N dans R).
Il définit les notions de majorant et de borne supérieure d’une suite.
Plus intéressant encore, il donne les définitions de la limite supérieure
et de la limite inférieure d’une suite (lim sup an = lim

n→+∞
sup
p⩾n

ap et

lim inf an = lim
n→+∞

inf
p⩾n

ap, dans le langage d’aujourd’hui) et, quand

ces deux quantités sont égales, appelle leur valeur commune la limite
de la suite.
C’est le Cours d’analyse de Cauchy (1821) qui ouvre la voie à l’analyse
moderne. Dans le chapitre des Préliminaires, il donne les définitions
d’une suite et de la limite d’une suite, les premières définitions précises
de +∞ et −∞, introduit la notion de valeur d’adhérence. Le « critère
de Cauchy » de convergence, déjà connu de Bolzano est explicité
pour les séries.
Pendant une grande partie du xixe siècle, la convergence d’une suite
de Cauchy ou d’une suite croissante majorée sont présentés comme
des axiomes qui constituent le fondement de toutes les questions où
intervient la notion de limite. Ce point de vue va être remis en cause
par Méray (1868) puis par Cantor (1872) qui, voulant en donner des
justifications précises, contruisent R à partir des suites de Cauchy de
Q.
La théorie des suites réelles dont tous les concepts sont parfaitement
définis depuis la fin du xixe a connu récemment des développements
importants avec l’étude des systèmes dynamiques, qui apportent un
regard nouveau sur les suites définies par une relation de récurrence
de la forme un+1 = f(un). Si la fonction f est continue et si la suite
converge, sa limite ℓ est nécessairement un point fixe de f . Ce fait,
démontré par Cauchy, est à la base de toutes les méthodes numériques
itératives. L’intérêt pour telles suites est ancien. Dans le traité De
la méthode des fluxions et des suites infinies (1740), pour obtenir
une valeur approchée d’une solution de l’équation g(x) = 0. Newton
expose ce qu’on appelle depuis « méthode de Newton » : prenant a0
proche de la solution de l’équation, on considère une suite vérifiant

an+1 = an −
g(an)
g′(an)

.

O x

g(x)

a3 a0

(
a0, g(a0)

)

a1

(
a1, g(a1)

)

a2

(
a2, g(a2)

)
point

recherchérecherché

Illustration de la méthode de Newton

C’est lors de l’étude de certains systèmes dynamiques discrets ∗ qu’est
apparue la notion de chaos, qui a connu ces dernières décennies un

∗. Qui revient à l’étude du comportement des applications itérées fn : X → X.
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grand succès. Pour des fonctions f très simples (par exemple une
fonction trinôme), le système dynamique peut avoir un comportement
qui semble aléatoire. L’exemple le plus connu est la suite logistique
vérifiant une relation de la forme

un+1 = (1 + α)un − αu2
n.

Cette suite a été utilisée par Verhulst en 1845 pour décrire un modèle
de croissance de la population. Pour 0 < α ⩽ 2 et une population u0
pas trop importante, la suite (un) converge vers la population stable
1. Mais comme l’a démontré en 1963 le météorologiste E. N. Lorenz,
pour des valeurs plus grandes de α, cette loi décrit certains aspects des
flux turbulents.
Dans les années 1980, de grands progrès ont été accomplis dans l’étude
de ces systèmes dynamiques grâce à la puissance des ordinateurs. Par
exemple, pour la suite logistique, on observe que, pour 2 < α < 2, 5,
le comportement de la suite tend vers une oscillation régulière entre
deux valeurs (cycle d’ordre 2) ; puis pour 2, 5 ⩽ α < 2, 55, vers un cycle
d’ordre 4 ; ensuite quand α augmente, vers des cycles d’ordres 8, 16, . . .
Au-delà de 2, 57 environ, le système devient chaotique. Feigenbaum
a montré en 1981 que, pour une classe assez large d’applications f
de [−1, 1] dans [−1, 1] et fλ = λf, 0 < λ < 1, le système dynamique
défini par un+1 = fλ(un) a un comportement comparable : il existe
une suite croissante de valeurs λj du paramètre λ pour lesquelles
la dynamique change (le nombre de points d’un cycle double quand
λ, supposé passage de λj) jusqu’à une valeur critique λ∞, de telle
manière que λj+1−λj

λj+2−λj+1
tende vers δ = 4, 669 . . . , constante universelle

indépendante de f . Au-delà de λ∞, on retrouve des cycles stables de
période 3 · 2j et des points de bifurcation.
On s’est aussi intéressé à l’itération de fonction complexes, en particulier
les fonction f : x 7→ x2 +c, où c ∈ C. On étudie l’ensemble des nombres
complexes z pour lesquels la suite de premier terme z est bornée. On
note Kc cet ensemble, et on l’appelle ensemble de Julia. Sa frontière
présente des formes très belles et très variés selon les valeurs de c. Les
premiers résultats, établis entre 1905 et 1920, sont dus à Fatou et Julia
(évidemment sans aucun moyen informatique). En 1980, Mandelbrot
étudia l’ensemble des points c pour lesquels 0 est dans Kc (le célèbre
ensemble de Mandelbrot).

L’ensemble de Mandelbrot

Les ensembles de Julia ont les propriétés des fractales, en particulier
l’autosimilitude. En revanche, l’ensemble de Mandelbrot est extraor-
dinairement varié : plus l’échelle est grande, plus l’image se complique.
On a montré un caractère universel de l’ensemble de Mandelbrot :
pour diverses fonctions complexes à un paramètre, on trouve des copies
déformées de cet ensemble.

Séries numériques (oraux x-ens)
Dans une tentative d’historique des séries numériques, nous pourrions
faire remonter leurs origines aux travaux développés dès la fin du
xviie siècle autour du comportement asymptotique de sommes du type
n∑
k=1

f(k). Quelques années après les travaux de Bernoulli sur ce sujet,

Euler et Mac-Laurin produisent indépendamment une « formule
sommatoire » obtenue par inversion d’identités tayloriennes :

n∑
k=1

f(k) =
∫ n

0
f +

f(0) + f(n)
2!

+
f ′(n) − f ′(0)

3!
−
f ′′′(n) − f ′′′(0)

6!
· · ·



♦ En notant bk les nombres de Bernoulli,

n−1∑
k=0

k
m =

m∑
k=0

(m
k

)
bk

nm+1−k

m + 1 − k
.

Pour |x| < 2π,

x

ex − 1
=

+∞∑
k=0

bk

xk

k!
.

♦ Soit s ∈ N⋆,

+∞∑
n=1

1
n2s

=
|b2s|(2π)2s

2(2s)!
.

Si l’expression générale donnant les coefficients de cette formule leur
échappe dans un premier temps, Euler établit leur lien avec les coeffi-
cients du développement en série de x

ex−1 et les nombres de Bernoulli,

introduits par celui-ci dans le calcul des sommes
n∑
k=1

kp ♦ . Euler en

déduit, par de jolis calculs, les sommes des séries
+∞∑
n=1

1
n2s pour s en-

tier naturel non nul ♦ . Cependant, le problème de la convergence des
sommes en question n’est jamais au centre de leurs réflexions et l’aspect
formel l’emporte, ce qui conduit parfois les plus grands mathématiciens
du siècle à commettre de lourdes erreurs. Vers 1768, d’Alembert com-
mence à douter de la validité de l’emploi de séries non convergentes. En
1826, le mot d’Abel illustre parfaitement cette nouvelle préoccupation :
« Les séries divergentes sont des inventions du diable, et c’est une honte
que l’on ose fonder sur elles la moindre démonstration. On peut en
tirer tout ce qu’on veut quand on les emploie et ce sont elles qui ont
produit tant d’échecs et tant de paradoxes » (Œuvres, 1881).
Mais ce sont les nécessités du calcul numérique qui imposent vraiment
un effort de rigueur dont Gauss, s’étant fait une idée claire de la notion
de limite, sera le principal artisan. À partir de là, il paraît naturel
d’établir des critères simples de convergence : on en doit plusieurs à
Cauchy, et notamment celui qui porte son nom : si la suite de réels
positifs (an)n⩾0 est telle que la limite supérieure de n

√
an est stricte-

ment inférieure à 1, alors la série
∑

an est convergente.
(il y a une suite)
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7.1 Lemme de Cesàro

Lemme 7.1.1 Soit (un)n∈N⋆ une suite réelle ou complexe conver-

geant vers ℓ. Alors la suite de terme général 1
n

n∑
k=1

uk converge

aussi vers ℓ.

■ Démonstration. Soit ε > 0. Comme la suite (un) converge vers
ℓ, il existe un rang n0 ∈ N⋆ tel que pour tout n ⩾ n0, |un − ℓ| ⩽ ε.
Soit n ⩾ n0, ∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

uk − ℓ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

(uk − ℓ)

∣∣∣∣∣
par l’inégalité triangulaire ⩽

1
n

n∑
k=1

|uk − ℓ|

⩽
1
n

( n0−1∑
k=1

|uk − ℓ|︸ ︷︷ ︸
def
= K

+
n∑

k=n0

|uk − ℓ|︸ ︷︷ ︸
⩽ε

)

⩽
K

n
+ ε.

Or lim
n→∞

K
n

= 0 donc il existe un rang n1 ∈ N⋆ tel que pour tout

n ⩾ n1,
∣∣K
n

∣∣ ⩽ ε.
Ainsi pour tout n ⩾ max{n0, n1},∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

uk − ℓ

∣∣∣∣∣ ⩽ 2ε.

On en déduit que la suite
(

1
n

n∑
k=1

uk

)
n∈N⋆

converge vers ℓ.

Remarque 7.1.1 La réciproque du lemme de Cesàro est
fausse. Une suite (un) peut converger au sens de Cesàro i.e.(

1
n

n∑
k=1

uk

)
n∈N⋆

converge sans pour autant que la suite (un)

converge. Par exemple la suite
(

(−1)n
)
n
.

7.2 Série harmonique & Constante d’Euler

Définition 7.2.1 – Série harmonique.

Hn
def=

n∑
k=1

1
k
.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

H1

H4

H11

γ

n



Proposition 7.2.1 – . lim
n→+∞

Hn = +∞.

Proposition 7.2.2 – Équivalent de la série harmonique.
∀n ⩾ 1, ln(n+ 1) ⩽ Hn ⩽ lnn+ 1 et

Hn ∼
n→+∞

lnn.

Définition 7.2.2 – Constante d’Euler. La constante
d’Euler γ est définie par :

γ
def= lim

n→∞

(
Hn − ln(n)

)
≈ 0, 577 215 664 . . .

Proposition 7.2.3 – Développement asymptotique de la
série harmonique.

Hn =n→+∞ lnn+ γ +
1

2n
+ o

( 1
n

)
.

Théorème 7.2.1 – Comparaison série
/ intégrale. [5] ch 2.
Soit f une fonction continue par mor-
ceaux, décroissante de R+ à valeurs dans
R+. Alors, la série de terme général

wn
def
=
∫ n

n−1
f(t) dt − f(n)

est convergente. En particulier,
∑

f(n)
converge si et seulement si x 7→
∫ x

0
f(t) dt admet une limite finie en +∞.

Méthode 7.2.1 Le théorème de compa-
raison série / intégrale permet

— de montrer qu’une série converge
ou diverge,

— d’obtenir un équivalent d’une
somme partielle de série diver-
gente,

— d’obtenir un équivalent du reste
d’une série convergente.

■ Démonstration.

Poser vn = Hn − ln(n)

Montrer que vn+1 − vn = O
(

1
n2

)
vn =

n∑
k=1

1
k

− ln(n)

=
n∑
k=1

1
k

−
n∑
k=1

ln
(
k + 1
k

)
=

1
n

+
n∑
k=1

( 1
k

− ln
(

1 −
1
k

))
︸ ︷︷ ︸

O

(
1

k2

)
On peut aussi montrer...

... la décroissance de la suite (vn).
Soit n ∈ N.

vn − vn+1 = ln(n+ 1) − ln(n) −
1

n+ 1

Deux méthodes :

— On transforme ln(n+ 1) − ln(n) en intégrale :

vn − vn+1 =
∫ n+1

n

(1
t

−
1

n+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

⩾0

dt > 0.
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— D’après le théorème des accroissements finis, il existe c ∈
]n, n+ 1[ tel que

ln(n+ 1) − ln(n) = ln′(c)((n+ 1) − n) =
1
c

d’où l’on tire que

vn − vn+1 =
1
c

−
1

n+ 1
> 0.

... que ∀n ∈ N⋆, ln(n+ 1) ⩽ Hn ⩽ ln(n) + 1 grâce à l’encadrement
de l’intégrale sur [k, k + 1] de la fonction t 7→ 1

t
.

Source : Grands classiques de concours : séries
numériques - La série harmonique – maths-
france.fr

Exercice 7.2.1
Source : [1] p. 334

Montrer que l’intégrale
∫ +∞

1

( 1
⌊x⌋

−
1
x

)
dx est

égale à γ.

Méthode 7.2.2 Quand un exercice amène à manipuler des parties
entières, il est très souvent judicieux d’utiliser les encadrements
suivants

x− 1 < ⌊x⌋ ⩽ x,

⌊x⌋ ⩽ x < ⌊x⌋ + 1.

▶ Solution. ◁

7.3 Séries de Bertrand

Voir aussi [inégrales de Bertrand]
Définition 7.3.1 – Séries de Bertrand. Soient α et β deux
réels. On nomme série de Bertrand la série∑

n⩾2

1
nα lnβ(n)

.

Théorème 7.3.1 – Condition de convergence des séries de
Bertrand. La série de Bertrand converge si et seulement si

α > 1
ou
α = 1 et β > 1

.

■ Démonstration. Distinguons trois cas selon les valeurs prises
par α :

▷ Cas où α > 1. Soit γ ∈]1, α[. Par croissances comparées,

1
nα lnβ(n)

= o+∞

( 1
nγ

)
.

Or, d’après le théorème sur les séries de Riemann, la série de
terme général 1

nγ converge car γ > 1. Ainsi, en appliquant les
théorèmes de comparaison,

∑ 1
nα lnβ(n) converge.

https://maths-france.fr/wp-content/uploads/serie_harmonique_fiche.pdf
https://maths-france.fr/wp-content/uploads/serie_harmonique_fiche.pdf
https://maths-france.fr/wp-content/uploads/serie_harmonique_fiche.pdf


▷ Cas où α < 1. Soit γ ∈]α, 1[.Par croissances comparées,

nγ
1

nα lnβ(n)
−−−−−→
n→+∞

+∞

donc à partir d’un certain rang, 1
nα lnβ(n) ⩾

1
tγ
> 0. Or, d’après

le théorème sur les séries de Riemann, la série de terme général
1
nγ diverge car γ < 1. Ainsi, en appliquant les théorèmes de
comparaison,

∑ 1
nα lnβ(n) diverge.

▷ Cas où α = 1. Si β ⩽ 0, pour n assez grand, 1
n lnβ(n) >

1
n

et la
série de Bertrand est divergente.
On considère maintenant le cas α = 1, β > 0. Les théorèmes
généraux ne permettent pas de l’étudier. On associe à la série
de Bertrand la fonction x 7→ 1

x lnβ x
, définie sur l’intervalle

]1,+∞[. Cette fonction est positive et décroissante. La série est
de même nature que l’intégrale

∫+∞
2

1
t lnβ(t) dt, transformée par le

changement de variable bijectif u = ln t en l’intégrale
∫+∞

ln 2
1
uβ du.

Cette dernière converge si et seulement si β > 1.

L’exercice suivant amène à étudier le comportement des séries de
Bertrand dans le cas où β = 1.

Exercice 7.3.1
[5]

On note h : x 7→
+∞∑
n=2

1
nx lnn .

1. Étudier la continuité de h sur son domaine de définition.
2. Étudier les limites de h aux bornes de son intervalle de défi-

nition.
3. Déterminer des équivalents de h aux bornes de son intervalle

de définition.

▶ Solution. On note fx : t 7→ 1
tx ln t .

D’après le théorème de Bertrand sur les séries numériques,
l’ensemble de définition de h est Dh

def= ]1,+∞[.
Soit a > 1. On se place sur I

def= [a,+∞[. Pour tout x ∈ I,∣∣∣ 1
nx lnn

∣∣∣ ⩽ 1
nα lnn

comme a > 1, d’après le théorème de Bertrand sur les séries
numériques, la série du terme majorant converge et donc par
théorème de comparaison, la suite (fx) converge normalement sur
tout segment de la forme de I. On en déduit que h est continue
sur Dh.

1.— En +∞ : comme la série des fx converge uniformément sur
[2,+∞[ (on aurait pu choisir une valeur que 2), d’après le
théorème de la double limite

lim
x→+∞

h(x) =
+∞∑
n=2

[
lim

x→+∞
fx(n)

]
= 0.

— En 1+ : On montre que la fonction fx est décroissante et
donc h aussi. On note ℓ

def= lim
1+

h. D’après le théorème de la
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limite monotone, ℓ ∈ R ∪ {+∞}.
Supponson que ℓ ∈ R, alors

h(x) =
+∞∑
n=2

1
nx lnn

⩾

N∑
n=2

1
nx lnn

et en passant à la limite quand x tend vers 1+ dans l’inégalité
(ce qui est licite) on obtient

ℓ ⩾

N∑
n=2

1
n lnn

.

Nous aboutissons donc à une contradiction car la somme
minorante diverge quand N tend vers +∞. Finalement,

lim
1+

h = +∞.

2. — En +∞ : on intuite que la premier terme de la somme
domine les autres. On a

2x ln(2)h(x) = 1 +
+∞∑
n=3

( 2
n

)x ln 2
lnn

.

On peut montrer(...) que la somme converge normalement
sur [2,+∞[. On en déduit que

h(x) ∼
+∞

1
2x ln 2

.

— En 1+ : un encadrement par la méthode des rectangles
permet de trouver

∫ +∞

3
fx(t) dt+

1
2x ln 2

⩽ h(x) ⩽
∫ +∞

2
fx(t) dt+

1
2x ln 2

.

On en déduit que

h(x) ∼
1+

∫ +∞

2
fx(t) dt

soit après calculs (...)

h(x) ∼
1+

− ln(x− 1).

◁

7.4 Deux sommes

Exercice 7.4.1 Calculer
+∞∑
n=1

(−1)n

n
et

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

▶ Éléments de solution. — Exprimer les termes généraux
avec une intégrale.



—
+∞∑
n=1

(−1)n

n
= − ln(2),

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

◁

7.5 Sommation des relations de comparaison

Proposition 7.5.1 – . Soient (an)n∈N⋆ et (bn)n∈N⋆ deux suites
à valeurs positives telles que an ∼ bn.

— Si
∑

an diverge, alors
n∑
k=1

ak ∼
n∑
k=1

bk.

— Si
∑

an converge, alors
+∞∑

k=n+1

ak ∼
+∞∑

k=n+1

bk.

Il y a des résultats analogues si an = o(bn) ou si an = O(bn).

Diagramme de la démonstration

an ∼ bn an − bn = o(an)

An ∼ Bn An −Bn = o(An)

1

2

3

■ Démonstration. On suppose que
∑

an diverge. On sait que
an ∼ bn est équivalent à an − bn = o(bn), autrement dit, pour ε > 0,
il existe un rang n0 à partir duquel |an − bn| ⩽ εan.

Pour tout n ∈ N⋆, on note An
def=

n∑
k=1

ak et Bn
def=

n∑
k=1

bk.

Soit n > n0,

|An −Bn| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(ak − bk)

∣∣∣∣∣
par l’inégalité triangulaire ⩽

n∑
k=1

|an − bn|

⩽

n0−1∑
k=1

|ak − bk|︸ ︷︷ ︸
def
= C

+
n∑

k=n0

|ak − bk|︸ ︷︷ ︸
⩽εak

⩽ C + ε

n∑
k=n0

ak

comme (an) est à valeurs positives ⩽ C + εAn

Comme
∑

an est divergente et à valeurs positives, An −→ +∞ et donc
à partir d’un certain rang n1, Anε ⩾ C. Ainsi pour n ⩾ max{n0, n1},
|An −Bn| ⩽ 2εAn.
Donc An −Bn = o(An) ce qui équivaut à An ∼ Bn.

7.6 Règle de Raabe-Duhamel

Nous rappelons la règle de d’Alembert qui au programme.

Théorème 7.6.1 – Règle de d’Alembert. On suppose que
lim

n→+∞

un+1
un

= ℓ.
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— Si ℓ < 1, alors
∑

un converge.
— Si ℓ > 1, alors

∑
un diverge.

Par contre, lorsque ℓ = 1, nous ne pouvons pas conclure. En effet,∑ 1
n

diverge et
∑ 1

n2 converge.

Le théorème suivant donne un critère de convergence de la série lorsque
ℓ = 1 et que...

Théorème 7.6.2 – Raabe-Duhamel. Soit α un réel et
(un)n∈N une suite de réels strictement positifs. On suppose que

un+1

un
= 1 −

α

n
+ O

( 1
n2

)
.

Alors
∑

un converge si et seulement si α > 1.

Voir exercice 3.43. [12]

■ Démonstration. (⇒) Montrer que si un = K
nα avec K > 0 et

α > 1 alors (un) vérifie la relation.
(⇐) Soit (vn) une suite vérifiant les hypothèses. Montrer qu’il existe

K > 0 tel que vn ∼ K
nα avec α > 0. Pour cela, étudier la série

de terme général ln(vn).

On ne peut pas conclure si α = 1.

7.7 Suites sous-additive

Source : [5] (Exercice 2. TD I)

Définition 7.7.1 – Suite sous-additive. Une suite (un)n⩾1
est dite sous-additive si pour tout couple d’entiers non nuls (n,m),
un+m ⩽ un + um.

Exercice 7.7.1 Soit (un)n⩾1 une suite sous-additive. On pose

bn
def= min

k∈J1,nK

uk
k

.

1. a) Soit α ∈ R+ et, pour n ∈ N⋆, tn
def= nα. Montrer que (tn)

est sous-additive si et seulement si α ⩽ 1. Déterminer
alors la limite de la suite (tn/n).

b) Soit (wn) une suite réelle telle que pour tout (n,m) ∈
(N⋆)2, wn+m = wn + wm. Montrer que (wn) est sous-
additive et calculer la limite de la suite (wn/n).

2. Montrer qu’il existe ℓ ∈ R ∪ {−∞} telle que lim
n→+∞

vn = ℓ.

3. Montrer que pour tout (m,n) ∈ (N⋆)2, unm ⩽ mun.
4. On suppose que ℓ ̸= −∞. Soit ε > 0.

a) Montrer qu’il existe m ∈ N tel que um
m
⩽ ℓ+ ε.

b) En utilisant le théorème de la division euclidienne, mon-
trer que

(
un
n

)
n⩾1

converge vers ℓ.

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e01.pdf


▶ Solution. 1.a)
(⇐) Étudier les cas où n = m.
(⇒) Étudier la fonction f : x 7→ 1 + xα − (1 + x)α.
1.b)
Étudier le cas où m = 1 et montrer que wn = nw1.
2)
Montrer que la suite (vn) est décroissante.
4.b)
Soit (n,m) ∈ (N⋆)2. D’après le théorème de la division euclidienne, il
existe un unique couple (k, r) ∈ N⋆ × J0,m− 1K tel que n = km+ r.
Utiliser successivment la définition d’une suite sous-additive et les
résultats des questions 3) et 4.a). ◁

7.8 Étude de la suite de terme général(
1
b−a
∫ b
a f(x)n dx

)1/n

Exercice 7.8.1
Source : [5] (Exercice 9. TD I)

Soit f une supposée continue et positive sur
[a, b]. Étudier la suite de terme général

un
def=
(

1
b− a

∫ b

a
f(x)n dx

)1/n

.

▶ Éléments de solution. — La démarche générale consiste
à encadrer un.

— Majoration : f est continue sur un segment donc est en particuler
bornée par un réel positif M . On peut montrer que un ⩽ M

(ne pas oublier l’argument de la continuité lors du passage à
l’intégrale).

— Minoration : soit ε > 0, soit x0 tel que f(x0) = M . Comme f
est continue en x0, il existe [c, d] ⊂ [a, b] tel que x0 ∈ [c, d] et
pour tout x ∈ [c, d], f(x) ⩾ M − ε (un dessin permet de bien
comprendre la stratégie).

On peut ensuite montrer que un ⩾
(
d−c
b−a

)1/n
(M − ε) −−−−−→

n→+∞
M − ε.

— Finalement, un −→ M = max
[a,b]

f = f .

◁

7.9 Transformation d’Abel

Source : Texte de [12] p. 262.

La technique des transformations d’Abel peut être vue comme des
intégrations par parties discrètes. On s’intéresse à la nature de la série∑

anbn où (an)n∈N et (bn)n∈N sont deux suites réelles ou complexes.

Pour n ⩾ 0 on note An
def=

n∑
k=0

ak la n-ième somme partielle de la

série
∑

an. On peut alors écrire an = An −An−1 (avec la convention

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e01.pdf
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A−1 = 0) et ainsi, pour tout entier N on a

N∑
n=0

anbn =
N∑
n=0

(An −An−1)bn =
N∑
n=0

Anbn −
N∑
n=0

An−1bn

=
N∑
n=0

Anbn −
N−1∑
n=0

Anbn+1

N∑
n=0

anbn = AN bN+1 −
N∑
n=0

An(bn+1 − bn). (⋆)

La suite (An) joue le rôle de la « primitive » de an et bn+1 − bn celui
de la « dérivée » de bn.
Une application classique correspond à ce qu’on appelle parfois théo-
rème d’Abel ou test de Dirichlet :

Théorème 7.9.1 – . Lorsque la suite (bn)n∈N est décroissante
de limite nulle et la suite des sommes partielles (An) est bornée,
alors la série

∑
anbn converge.

En effet, dans (⋆) le terme AN bN+1 converge vers 0 quand N tend
vers l’infini et la série

∑
An(bn − bn+1) est absolument convergente

car le terme général est un O(bn − bn+1) avec la série à termes positifs∑
(bn − bn+1) qui est convergente.

Appliquons ce théorème aux séries trigonométriques de la forme
∑ einx

nα

avec α > 0 et x ̸≡ 0[2π] en prenant an
def= einx et bn

def= 1
nα . Les sommes

partielles (An) sont effectivement bornées puisque

|An| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

eikx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 − ei(n+1)x

1 − eix

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ sin
(
n+1

2 x
)

sin
(
x
2

) ∣∣∣∣∣ ⩽ 1∣∣sin (x2 )∣∣ .
Historiquement cette transformation fut utilisée par Abel en 1826
pour donner un exemple de série de fonctions continues dont la somme
n’est pas continue †, à savoir

∑ sinnx
n

.
Source : [13]

Exercice 7.9.1 Soient (εn)n∈N une suite à termes dans {−1, 1},
et (an)n∈N une suite décroissante de réels positifs telle que

∑
εnan

converge. Montrer que an
n∑
k=0

εn −−−−−→
n→+∞

0.

7.10 Convergence et calcul de
∑ r

2r

Exercice 7.10.1 Montrer la convergence de la série de terme

général r
2r et prouver que

+∞∑
r=1

r
2r = 2.

Théorème 7.10.1 – . Soient
∑

un

et
∑

vn deux séries telles que
∑

un

et
∑

vn convergent absolument. Alors,

en posant wn
def
=

n∑
k=0

ukvn−k, la série

∑
wn converge absolument et

+∞∑
n=0

un ·

+∞∑
n=0

vn =

+∞∑
n=0

wn.

†. Cauchy affirme, en 1821, que la somme d’une série de fonctions continue
est toujours continue (rajouter la référence)



▶ Éléments de solution. Deux méthodes de résolution sont
possibles bien que la première soit plus élégante.

— La série
∑ 1

2r est une série géométrique absolument convergente.
Ainsi, d’après le résultat sur les produits de Cauchy,

+∞∑
r=0

r

2r−1 =
+∞∑
r=0

r∑
k=0

1
2k · 2r−k =

(
+∞∑
r=0

1
2r

)2

= 4.

— On peut également étudier la fonction g : x →
n∑
r=0

xr

2r .

◁

7.11 Suites du type f(xn) = n

Exercice 7.11.1
Source : Exercice X 1 p.226 de [1]

Soit n ∈ N, montrer que l’équation xex = n

admet une unique solution xn ∈ R, en donner un équivalent puis
un équivalent de yn = xn − ln(n).

Exercice 7.11.2 Soit n ∈ N⋆, montrer que l’équation x+ln(x) =
n admet une unique solution xn ∈ R, en donner un équivalent.

7.12 Suites définies implicitement

Méthode 7.12.1
Source : Texte de [12] p. 181.

1. Montrer l’existence de xn
2. Démontrer la convergence de la suite xn
3. Déterminer un équivalent
4. Déterminer un développement asymptotique de xn

Pour cela il faut commencer par déterminer dans la relation
qui définit xn quels sont les termes prépondérants.

7.13 Sommation par paquets

Exercice 7.13.1
Source : [1] p. 340

Soit
∑
n⩾1

un une série à termes réels positifs,

telle que (un)n⩾1 est décroissante. Montrer que les séries
∑
n⩾1

un

et
∑
n⩾2

2nu2n sont de même nature.

7.14 Plan d’étude des suites un+1 = f(un)

La fonction f doit être continue.

1. Trouver un invervalle I stable par f (f(I) ⊂ I). Le segment I
doit contenir, au moins à partir d’un certain rang, tous les termes
de la suite.

2. Recherche des points fixes de la fonction f dans I.
3. ...
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7.15 Techniques classiques

Source : Suites et Séries (L2) (1.4.3) – Arnaud
Guyader 7.15.1 Développements asymptotiques

Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série
en se ramenant à une série plus simple. On a vu que pour les séries à
termers positifs, il suffit de se ramener à un équivalent. Ceci n’est plus
le cas avec des séries à termes de signe quelconque. Par ailleurs, un
équivalent correspond à une approximation au premier ordre, laquelle
ne permet pas forcément de conclure.
Dans ces deux situations, il suffit souvent d’écrire un développement
asymptotique du terme général, c’est-à-dire d’être plus précis dans
l’approximation. Celui-ci est généralement en 1

n
ou en 1√

n
et s’arrête

au premier terme absolument convergent, en 1
n2 ou 1

n3/2 .

Exemples : ∑
n⩾2

ln
(

1 +
(−1)n

√
n

)
est divergente.

∑
n⩾1

( 1
√
n

−
√
n sin

1
n

)
est absolument convergente.

7.15.2 Groupements de termes

Considérons une série numérique
∑

un dont on veut déterminer la
nature. On commence par s’assurer que le terme général (un) tend vers
zéro, sinon la série est trivialement divergente. Ceci fait, il faudrait
montrer que la suite (sN ) des sommes partielles est convergente, ce qui
n’est pas toujours facile. En particulier, il est parfois plus simple de
montrer qu’une sous-suite de (sN ) converge, par exemple en effectuant
des regroupements de termes, et de conclure ensuite.
Cadre typique d’application : on réussit à montrer que (s2N ) converge,
disons vers s. Alors pour la sous-suite (s2N+1), il suffit d’écrire :

s2N+1 = s2N + u2N+1,

et si la série ne diverge par trivialement, on a

lim
N→+∞

s2N+1 = lim
N→+∞

s2N = s,

c’est-à-dire que
lim
N→∞

sN = s,

la série converge.

7.16 Complément : Suites de Cauchy

Issu du cours de Sophie Dede (Stanislas Paris).

Définition 7.16.1 – Suite de Cauchy. Soit (un)n∈N une
suite réelle. La suite (un)n∈N est dite de Cauchy si et seulement

https://perso.lpsm.paris/~aguyader/files/teaching/Series.pdf
https://perso.lpsm.paris/~aguyader/files/teaching/Series.pdf
https://sophiedede.wordpress.com/


si :
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ⩾ N,∀p ∈ N, |un+p − un| ⩽ ε.

Proposition 7.16.1 – . Soit (un)n∈N une suite réelle conver-
gente. Alors (un)n∈N est une suite de Cauchy.

■ Démonstration. Soit ℓ
def= lim

n→∞
un : ∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀n ⩾

N, |un − ℓ| ⩽ ε
2 .

Donc, à l’aide de l’inégalité triangulaire, on obtient,

∀n ⩾ N,∀p ∈ N, |un+p − un| ⩽ |un+p − ℓ| + |un − ℓ| ⩽ ε,

car n+ p ⩾ N .

Théorème 7.16.1 – . Toute suite réelle de Cauchy converge
dans R.

Pour prouver ce résultat, on commence par démontrer deux lemmes.

Lemme 7.16.1 Soit (un)n∈N une suite réelle de Cauchy qui admet
une sous-suite convergente dans R, alors (un)n∈N est convergente.

■ Démonstration. Soit φ : N → N strictement croissante telle
que
(
uφ(n)

)
n∈N

converge vers ℓ ∈ R :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, n ⩾ N ⇒ |uφ(n) − ℓ| ⩽ ε.

La suite (un)n∈N est de Cauchy, donc : ∀ε > 0,∃N ′ ∈ N,∀n ⩾
N ′, ∀p ∈ N, |un+p − un| ⩽ ε.
De plus, ∀n ∈ N, φ(n) ⩾ n, donc si n ⩾ max{N,N ′}, on a :

∀p ∈ N, |uφ(n)+p − ℓ| ⩽ |uφ(n)+p − uφ(n)| + |uφ(n) − ℓ| ⩽ 2ε.

Donc, en notant N ′′ def= φ
(

max{N,N ′}
)
, on a :

∀p ∈ N, |uN′′+p − ℓ| ⩽ 2ε.

Ainsi,
∀n ⩾ N ′′, |un − ℓ| ⩽ 2ε,

donc, (un)n∈N converge vers ℓ.

Lemme 7.16.2 Toute suite de Cauchy est bornée.

■ Démonstration. Soit (un)n∈N une suite réelle de Cauchy :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ⩾ N,∀p ∈ N, |un+p − un| ⩽ ε.

Donc,
∃N ∈ N, ∀p ∈ N, |uN+p − uN | ⩽ 1.

Ainsi,
∀p ∈ N, |uN+p| ⩽ 1 + |uN |.
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On en déduit :

∀n ∈ N, |un| ⩽ max
{

|u0|, . . . , |uN − 1|, |uN | + 1
}
.

Revenons à la démonstration du théorème.

■ Démonstration. Soit (un)n∈N une suite réelle de Cauchy. D’après
le second lemme, la suite (un)n∈N est bornée donc d’après le théorème
de Bolzano-Weierstrass, (un)n∈N admet une sous-suite convergente.
Donc, d’après le premier lemme, (un)n∈N est convergente.

Définition 7.16.2 – Ensemble complet. On dit alors que
R est complet, c’est-à-dire que toute suite de Cauchy réelle est
convergente et admet une limite dans R.

Remarque 7.16.1

∀ε > 0,∃N ∈ N, n ⩾ N ⇒ |un+1 − un| ⩽ ε

n’entraîne pas la convergence de la suite (un)n∈N.

En effet, si pour tout n ∈ N on pose un
def= ln(n+ 1) alors

∀n ∈ N, |un+1 − un| ⩽ ln
(

1 +
1

n+ 1

)
⩽

1
n+ 1

.

On en déduit

∀ε > 0, n ⩾
⌊1
ε

⌋
⇒ |un+1 − un| ⩽ ε,

et pourtant la suite (un)n∈N diverge vers +∞.

Remarque 7.16.2 Q n’est pas complet.

En effet, si pour tout n ∈ N, on pose un
def= ⌊10n

√
2⌋

10n . La suite (un)n∈N
est à valeurs rationnelles et converge vers

√
2 ∈ R \ Q.



Intégration 8
8.1 Fonction intégrable et décroissante sur R+

Exercice 8.1.1
Source : [1] p. 268

Soit f : R+ → R une fonction continue, décrois-
sante et intégrable. Montrer que xf(x) −−−−−→

x→+∞
0.

▶ Éléments de solution. — Montrer que f tend vers 0 en
utilisant sa décroissance et son intégrabilité. f est donc à valeurs
positives.

— Encadrer xf(x) en écrivant x = 2 · x2 .

◁

8.2 Calcul d’une intégrale impropre

Exercice 8.2.1 Calculer
∫ π

0
ln(sin t) dt.

▶ Éléments de solution. = −π ln(2) ◁

8.3 Intégrales de Bertrand

Théorème 8.3.1 – Bertrand. Soient (α, β) ∈ R2 et

f : t 7→
1

tα lnβ(t)
.

Alors,

∫ +∞

2
f converge si et seulement si


α > 1
ou
α = 1 et β > 1

.

■ Démonstration. Distinguons trois cas selon les valeurs prises
par α :

▷ Cas où α > 1. Soit γ ∈]1, α[. Par croissances comparées,

1
tα lnβ(t)

= o+∞

( 1
tγ

)
.

Or, d’après le théorème de Riemann, la fonction t 7→ 1
tγ

est inté-
grable sur [2,+∞[ car γ > 1. Ainsi, en appliquant les théorèmes
de comparaison,

∫+∞
2 f converge.
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▷ Cas où α < 1. Soit γ ∈]α, 1[.Par croissances comparées,

tγf(t) −−−−−→
t→+∞

+∞

donc à partir d’un certain rang, f(t) ⩾ 1
tγ

> 0. Or, d’après le
théorème de Riemann, la fonction t 7→ 1

tγ
n’est intégrable pas

sur [2,+∞[ car γ < 1. Ainsi, en appliquant les théorèmes de
comparaison (les intégrandes sont positives),

∫+∞
2 f diverge.

▷ Cas où α = 1. Revenons aux intégrales partielles : soit X > 2,

∫ X

2

1
t lnβ(t)

dt =

{[
ln1−β(t)

1−β

]X
2

si β ̸= 1,

[ln(ln t)]X2 si β = 1.

On en déduit que l’intégrale de la fonction t 7→ 1
t lnβ(t) converge

sur [2,+∞[ si et seulement si β > 1.

8.4 Une propriété géométique de l’intégrale

Exercice 8.4.1 Soit f de classe C 1 sur [a, b] telle que f ′ soit
strictement positive sur [a, b]. Calculer :

∫ b

a
f(t) dt+
∫ f(b)

f(a)
f−1(t) dt.

▶ Éléments de solution. — Justifier que f−1 est licite.
— Calculer le deuxième terme en posant t = f(u).
— Éffectuer une IPP sur le deuxième terme pour conclure. Donner

une interprétation géométrique.

◁

8.5 Permutation somme/intégrale

Exercice 8.5.1 Justifier les convergences, puis l’égalité :

+∞∑
n=0

(−1)n(2n+ 1)
(2n+ 1)2 + x2 =

1
2

∫ +∞

0

cos(xt)
ch t

dt.

▶ Éléments de solution. — 1
2 ch(t) = e−t

1+e−2t

— ...

◁



8.6 Lemme de Lebesgue

Exercice 8.6.1
Source : [4] Planche no 37. Intégration sur un
segment1. On suppose que f est une fonction de classe C 1 sur [a, b].

Montrer que

lim
λ→+∞

∫ b

a
sin(λt)f(t) dt = 0.

2. Redémontrer le même résultat en supposant simplement que
la fonction f est continue par morceaux sur [a, b].

▶ Solution. 1. Puisque la fonction f est de classe C 1 sur [a, b],
on peut effectuer une intégration par parties qui fournit pour
λ > 0 :∣∣∣∣∫ b
a
f(t) sin(λt) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
λ

(
−
[

cos(λt)f(t)
]b
a

+
∫ b

a
f ′(t) cos(λt) dt

)∣∣∣∣ ⩽ 1
λ

(
|f(a)| + |f(b)| +

∫ b

a
|f ′(t)| dt

)
.

Cette dernière expression tend vers 0 quand λ tend vers +∞, et
donc
∫ b
a f(t) sin(λt) dt tend vers 0 quand λ tend vers +∞.

2. Si la fonction f est simplement supposée continue par morceaux,
on ne peut donc plus effectuer une intégration par parties.
Le résultat est clair si f = 1, car pour λ > 0,

∣∣∫ b
a sin(λt) dt

∣∣ =∣∣ cos(λa)−cos(λb)
λ

∣∣ ⩽ 2
λ
.

Le résultat s’étend aux fonctions constantes par linéarité de l’in-
tégrale puis aux fonctions constantes par morceaux par additivité
par rapport à l’intervalle d’intégration, c’est-à-dire aux fonctions
en escaliers.
Soit alors f une fonction continue par morceaux sur [a, b].
Soit ε > 0

◁

8.6.1 Variante du lemme de Lebesgue

Proposition 8.6.1 – .
Source : [1] p.280

Soit f continue par morceaux sur le
segment [a, b], avec a < b,

lim
n→+∞

∫ b

a
f(t)| sin(nt)| dt =

2
π

∫ b

a
f(t) dt.

■ Éléments de démonstration. 1. On va montrer ce résul-
tat dans le cas où f est constante sur [a, b] (véritable difficulté
du problème)

2. On va ensuite montrer ce résultat dans le cas où f est une
fonction en escalier en appliquant le résultat précédent sur
chacun des intervalles de la subdivision de [a, b].

3. Finalement on va montrer le cas général en encadrant f par
deux fonctions en escalier (méthode de l’intégrale de Riemann).
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■ Démonstration. 1. On pose f = λ. On va étudier la limite
de l’intégrale

In =
∫ b

a
λ| sin(nt)| dt =

λ

n

∫ nb

na
| sin(u)| du.

L’idée est alors de découper l’intervalle [a, b] en trois intervalles :
des extrémités où l’intégrale tendra vers 0 puis un intervalle
central de longueur knπ qui sera simple à traiter.
A mieux rédiger...
On pose (qui existent pour n ⩾ π

b−a )

cn = min(πZ ∩ [na, nb]) et dn = max(πZ ∩ [na, nb]).

cn ∼ na et dn ∼ nb.
2. Aucune difficulté.
3. Il existe deux fonctions en escalier φ et ψ telles que φ ⩽ f ⩽ ψ

et
∫ b
a(ψ − φ) ⩽ ε.∣∣∣∣∫ b
a
f(t)| sin(nt)| dt−

2
π

∫ b

a
f(t) dt

∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣∫ b
a

[f(t) − φ(t)]| sin(t)| dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ b
a
φ(t)| sin(t)| dt−

2
π

∫ b

a
φ(t) dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 2
π

∫ b

a
[f(t) − φ(t)] dt

∣∣∣∣

8.7 Sommes de Riemann généralisées

Théorème 8.7.1 – Riemann.
[5]

Pour tout entier naturel n non
nul, la somme de Riemann associée à f sur le segment [a, b] est

Sn
def=

b− a

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a

n

)
.

Si f est continue par morceaux sur [a, b], alors,

lim
n→+∞

Sn =
∫ b

a
f(t) dt.

x

y

a = x0
4 x1

4 x2
4 x3

4 b = x4
4

b−a
n
b−a
n

■ Démonstration.

Exercice 8.7.1
Source : [4] Planche no 37. Intégration sur un
segment

Limites quand n tend vers +∞ de



1.

1
n3

n∑
k=1

k2 sin
kπ

n

2. Soit a > 0,(
1
n!

n∏
k=1

(a+ k)

)1/n

3.
n∑
k=1

n+ k

n2 + k

4.
n−1∑
k=0

1
√
n2 − k2

5.
1

n
√
n

n∑
k=1

⌊√
k
⌋

6.
n∑
k=1

k2

8k3 + n3

7.
2n−1∑
k=n

1
2k + 1

8.

n

n∑
k=1

e−n/k

k2

▶ Solution. 1.

◁

Méthode 8.7.1
—

Les sommes de Riemann permettent de calculer des intégrales mais
leur convergence est lente comme le montrer l’exercice suivant.

Exercice 8.7.2
Source : [4] Planche no 37. Intégration sur un
segment

Soit f une fonction de classe C 2 sur [0, 1].
Déterminer le réel a tel que :

∫ 1

0
f(t) dt−

1
n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
=n→+∞

a

n
+ o

( 1
n

)
.

8.8 Intégration des relations de comparaisons

Proposition 8.8.1 – . Soit f : R+ → C une fonction continue
par morceaux et g, h : R+ → R+ deux fonctions continues par
morceaux, strictement positives. On suppose que f = o+∞(g) et
f ∼+∞ h.

— Si g et h ne sont pas intégrables sur R+,
∫ x

0
f = o+∞

(∫ x
0
g

)
et
∫ x

0
f ∼+∞

∫ x

0
h.

— Si g et h sont intégrables sur R+,

∫ +∞

x
f = o+∞

(
∫ +∞

x
g

)
et
∫ +∞

x
f ∼+∞

∫ +∞

x
h.
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La démonstration est analogue à celle de la Sommation des relations
de comparaison

8.9 Intégrale de Dirichlet

A revoir

Proposition 8.9.1 – . L’intégrale de Dirichlet (1829) est
l’intégrale de la fonction sinus cardinal sur la demi-droite des réels
positifs

∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
.

−3π −2π −π π 2π 3π

1

x

sinc(x)

■ Démonstration. 1. Montrer que
∫ 1

0
sin(t)
t

dt est convergente.
2. Deux méthodes.

— Montrer que la série de terme général
∫ (n+1)π
nπ

sin(t)
t

dt est

convergente. En déduire que
∫+∞

1
sin(t)
t

dt converge.

a) Montrer que un =
∫ (n+1)π
nπ

sin(t)
t

dt est le terme général
d’une série alternée. Donc

∑
un converge.

Attention : on ne peut pas en déduire directement que
+∞∑
n=0

∫ (n+1)π
nπ

sin(t)
t

dt =
∫+∞

1
sin(t)
t

dt car on n’a pas en-

core démontrer la convergence du deuxième membre
(c.f. relation de Chasles).

b) Il faut montrer la convergence de
∫x
π

sin(t)
t

dt. A com-
pléter.

— On peut aussi procéder par intégration par parties en posant

u(t) =
1
t

v(t) = − cos(t)

}
C 1 sur [1,+∞].

Bien présicer que u(t)v(t) = − cos(t)
t

admet une limite finie
en 1 et en +∞.

Remarque 8.9.1 L’intégration par parties préserve la
régularité de l’intégrale mais ne préserve pas l’intégrabi-
lité.

3. On en déduit immédiatement que
∫+∞

0
sin(t)
t

dt converge.
4. De plus, on peut montrer que cette intégrale est semi-convergente

(i.e. elle n’est pas intégrable sur R+). Pour cela, montrer que
pour tout entier naturel n,

∫ (n+1)π
nπ

sin(t)
t

dt ⩾ 2
(n+1)π .



8.9.1 Intégrabilité du sinus cardinal sur R⋆
+

Proposition 8.9.2 – . La fonction sinus cardinal sinc : t 7→ sin(t)
t

n’est pas intégrable sur ]0,+∞[.

■ Démonstration. Source : Intégrale de Dirichlet – Florian Dus-
sap

Soit N ∈ N⋆, alors :

∫ Nπ

0

| sinx|
x

dx =
N−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

| sinx|
x

dx

par un changement de variable =
N−1∑
k=0

∫ π

0

| sinx|
x+ kπ

dx

⩾

N−1∑
k=0

1
(k + 1)π

∫ π

0
sinx dx

⩾
2
π

N∑
k=1

1
k

−−−−−−→
N→+∞

+∞.

8.9.2 Intégrale de Dirichlet via une intégrale à
paramètre

Soit la transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal :

F : x →
∫ +∞

0
exp(−xt)

sin(t)
t

dt

1. Montrer que F est définie sur R+.

— Si x > 0, majorer l’intégrande par t 7→ exp(−xt).
— Si x = 0, montrer le prolongement par continuité de la

fonction sinus cardinal en 0 puis intégrer la fonction sinus
cardinal par parties sur [1,+∞].

2. Calculer F sur R⋆+, en déduire la valeur de la fonction de Diri-
chlet

8.9.3 Régularité du sinus cardinal sur R

Exercice 8.9.1 Pour x réel, on pose

f(x) def=
{

sin x
x

si x ̸= 0
1 si x = 0

.

Montrer que f est de classe C ∞ sur R.

▶ Solution. fic00126Pour x réel non nul, f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n+1)! ce qui

reste vrai pour x = 0. La fonction f est donc développable en série
entière sur R et en particulier, la fonction f est de classe C ∞ sur R. ◁

https://www.agreg-maths.fr/uploads/versions/1175/dirichlet.pdf
https://www.agreg-maths.fr/uploads/versions/1175/dirichlet.pdf
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8.10 Intégrale de Gauss

Proposition 8.10.1 – .
∫ +∞

0
e−x2

dx =
√
π

2

Exercice 8.10.1
Source : [4] Planche no 13. Suites et séries
d’intégrales 1. Première méthode : « à la main ».

Pour n ∈ N⋆, on pose

fn(x) def=
{(

1 − x
n

)n
si x ∈ [0, n]

0 si x ⩾ n
.

Pour tout réel positif x, on pose f(x) = e−x2
.

a) Montrer que pour tout réel positif x,

|f(x) − fn(x)| ⩽
1
ne
.

b) À l’aide de la suite (fn)n∈N⋆ , calculer l’intégrale de
Gauss.

2. Deuxième méthode : « avec le théorème de convergence
dominée ».
Pour n ∈ N⋆, on pose

fn(x) def=

{(
1 − x2

n

)n
si x ∈ [0,

√
n]

0 si x >
√
n

.

a) Montrer que la suite (fn)n∈N⋆ converge simplement sur
R+ vers la fonction f : x 7→ e−x2

.
b) À l’aide de la convergence dominée, calculer l’intégrale

de Gauss.

▶ Solution. ◁

8.11 Intégrale de Wallis

Définition 8.11.1 – Intégrale de Wallis.

Wn
def=
∫ π

2

0
sin(x)n dx =

∫ π
2

0
cos(x)n dx

Proposition 8.11.1 – .

W2p =

(2p
p

)
22p

π

2
et W2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!

Wn+1 ∼ Wn Wn ∼
√

π

2n

WnWn+1 =
π

2(n+ 1)



■ Démonstration. Calculons Wn+2 en effectuant une intégration
par parties. On pose u(t) def= − cos(t) et v(t) def= sin(t)n+1, toutes deux
de classe C 1 sur

[
0, π2
]
.

Wn+2 =
[
− cos(t) sin(t)n+1]π/2

0︸ ︷︷ ︸
=0

+(n+ 1)
∫ π/2

0
cos(t)2 sin(t)n dt

= (n+ 1)
∫ π/2

0

(
1 − sin(t)2) sin(t)n dt

= (n+ 1)Wn − (n+ 1)Wn+2

soit (n+ 2)Wn+2 = (n+ 1)Wn.

Soit p ∈ N. D’après la relation précédente,

W2p =
2p− 1

2p
W2p−2

=
2p− 1

2p
×

2p− 3
2p− 2

× · · · ×
1
2

× W0︸︷︷︸
=π/2

=

p∏
k=1

(2k + 1)

p+1∏
k=1

(2k)

π

2

=

[
p∏
k=1

(2k + 1)
]

×
[
p+1∏
k=1

(2k)
]

[
p+1∏
k=1

(2k)
]2

π

2

W2p =
(2p)!

22p(p!)2
π

2
.

W2p+1 =
2p

2p+ 1
W2p−1

=
2p

2p+ 1
×

2p− 2
2p− 1

× · · · ×
2
3

× W1︸︷︷︸
=1

=

p∏
k=1

(2k)

p∏
k=0

(2k + 1)

=

[
p∏
k=1

(2k)
]2

[
p∏
k=0

(2k + 1)
][

p∏
k=1

(2k)
]

W2p+1 =
22p(p!)2

(2p+ 1)!
.

8.11.1 Séries génératrices

Ajouter un texte d’introduction

Proposition 8.11.2 – .
Source : Intégrale de Wallis – wikipedia.org

La série génératrice des termes pairs
est

∞∑
p=0

W2px
2p =

π

2
1

√
1 − x2

.

La série génératrice des termes impairs est

∞∑
p=0

W2p+1x
2p+1 =

arcsinx
√

1 − x2
.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Wallis
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Exercice 8.11.1 Soit x ∈]0, 1[. Calculer
∞∑
n=0

(−1)nWn puis

∞∑
n=0

Wnxn.

▶ Solution.Source : Exercices de Jean-Louis Rouget
(fic00126) – http://exo7.emath.fr

D’après Section 8.11 on page 116, Wn ∼
√

π
2n et la

règle de d’Alembert fournit R = 1. Soit x ∈] − 1, 1[.
Pour tout t ∈

[
0, π2
]

et tout entier naturel n, |xn cosn t| ⩽ |x|n. Comme
la série numérique de terme général |x|n converge, la série de fonctions
de terme général t 7→ xn cosn t est normalement convergente et donc
uniformément convergente sur le segment

[
0, π2
]
. D’après le théorème

d’intégration terme à terme sur un segment,

+∞∑
n=0

Wnx
n =

+∞∑
n=0

[
xn
∫ π/2

0
cosn t dt

]
=
∫ π/2

0

(
+∞∑
n=0

xn cosn t

)
dt

=
∫ π/2

0

1
1 − x cos t

dt

=
∫ 1

0

1
1 − x 1−u2

1+u2

2
1 + u2 du en posant u = tan

t

2

= 2
∫ 1

0

1
(1 + x)u2 + (1 − x)

du

= 2 ×
1

1 + x
×

1√
1−x
1+x

arctan

 u√
1−x
1+x

1

0
+∞∑
n=0

Wnx
n =

2
√

1 − x2
arctan

√
x+ 1
x− 1

.

◁

8.11.2 Calcul de l’intégrale de Gauss

Source : Intégrale de Wallis – wikipedia.org
On peut aisément utiliser les intégrales de Wallis pour calculer l’inté-
grale de Gauss.
On utilise pour cela l’encadrement suivant, issu de la construction de
la fonction exponentielle par la méthode d’Euler : pour tout entier
n > 0 et tout réel u ∈] − n, n[,(

1 +
u

n

)n
⩽ eu ⩽

(
1 −

u

n

)−n
.

Posant alors u = −x2, on obtient :

∫

√
n

0

(
1 −

x2

n

)n
dx ⩽
∫

√
n

0
e−x2

dx ⩽
∫

√
n

0

(
1 +

x2

n

)−n

dx.

Or les intégrales d’encadrement sont liées aux intégrales de Wallis.
Pour celle de gauche, il suffit de poser x =

√
n sin t (t variant de 0 à

π/2). Quant à celle de droite, on peut poser x =
√
n tan t (t variant de

http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00126.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00126.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Wallis


0 à π/4) puis majorer par l’intégrale de 0 à π/2. On obtient ainsi :

√
nW2n+1 ⩽

∫

√
n

0
e−x2

dx ⩽
√
nW2n−2.

Par le théorème des gendarmes, on déduit alors de l’équivalent de Wn

que
∫ +∞

0
e−x2

dx =
√
π

2
.

8.11.3 Volume d’une boule en dimension n

Exercice 8.11.2
Source : [2]

Pour n ∈ N⋆ et R ∈ R⋆+ on désigne par Vn(R)
le volume de la boule de Rn de centre O et de rayon R,

Vn(R) def=
∫

· · ·
∫

x2
1+···+x2

n⩽R2
dx1 · · · dxn.

Montrer que pour tout p ∈ N⋆,

V2p(R) =
πpR2p

p!
.

8.11.4 Grain de raisin : Produit de Wallis

Proposition 8.11.3 – Produit de Wallis.

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1
=
π

2

■ Démonstration. Puisque W2n ∼ W2n+1,

lim
n→+∞

W2n+1

W2n/
π
2

=
π

2
.

Or d’après le calcul des intégrales de Wallis :

W2n+1

W2n/
π
2

=
22p(p!)2

(2p+1)!
(2p)!

22p(p!)2

=
n∏
k=1

4k2

4k2 − 1
.

8.12 Intégrales eulériennes

Source : Fonction eulériennes – Pierre-Jean
HormièreDe premières tentatives pour définir la factorielle de valeurs non entières

remontent à Stirling et Daniel Bernoulli. Dans une lettre à Chris-
tian Goldbach du 13 octobre 1729, Euler découvre (ou invente ?) une
fonction de variable réelle prolongeant de manière naturelle la fonction
n!. D’abord introduite comme limite de produits, cette fonction fut plus
tard présentée sous forme intégrale et reliée à des fonctions voisines.
Les fonctions eulériennes sont les plus importantes « fonctions spéciales
» de l’analyse classique, réelle et complexe. Legendre les a nommées,
classifiées et étudiées. Elles ont aussi été étudiées par Gauss, Binet,

https://lescoursdemathsdepjh.monsite-orange.fr/file/7bcfcf82249b1046f185e9a3495845cd.pdf
https://lescoursdemathsdepjh.monsite-orange.fr/file/7bcfcf82249b1046f185e9a3495845cd.pdf
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Plana, Malmsten, Raabe, Weierstrass, Hankel, H. Bohr, Mol-
lerup, Artin . . .
Il y a bien des façons de prolonger la fonction n! au domaine réel, même
en se limitant aux fonctions continues. Une idée naturelle est de partir

de la formule n! =
∫ +∞

0
tne−t dt. Cette forme intégrale de la facto-

rielle suggère de considérer la fonction F (x) =
∫ +∞

0
txe−t dt. Cette

fonction, définie sur ] − 1,+∞[, prolonge intelligemment la factorielle,
en ce sens qu’elle possède des propriétés nombreuses et cohérentes. Par

commodité, on considère plutôt Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

8.12.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 8.12.1 – Fonction Gamma d’Euler. La fonction
Gamma d’Euler est définie par :

Γ(x) def=
∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

Remarque 8.12.1 À un changement de variable près, la fonction
Γ est la Transformée de Laplace de la fonction t 7→ tx.

Proposition 8.12.1 – .
— La fonction Γ est définie si et seulement si x > 0.
— Pour tout x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x).

En particulier, pour tout n ∈ N, Γ(n+ 1) = n!.

■ Démonstration. — La fonction fx : t 7→ tx−1e−t est conti-
nue sur ]0,+∞[ comme produit de fonctions qui y sont continues.
La fonction fx est donc intégrable sur tout segment de ]0,+∞[.
Il reste à étudier son intégrabilité en 0 et en +∞ :

▷ En +∞ : par croissances comparées, fx(t) = o+∞
(

1
t2

)
.

D’après le théorème de comparaison des fonctions à termes
positifs, fx est intégrable au voisinage de +∞.

▷ En 0 : fx(t) ∼0 tx−1 qui est intégrable d’après Riemann si
et seulement si 1 − x < 1 i.e. si et seulement si x > 0.

— Soit x > 0. Calculons Γ(x+ 1) en effectuant une intégration par
parties. Posons u : t 7→ e−t et v : t 7→ tx, toutes deux de classe
C 1 sur R+. Vérifions la convergence du crochet :

par croissances comparées lim
t→+∞

u(t)v(t) = 0,

comme x > 0 lim
t→0

u(t)v(t) = 0.

Ainsi, d’après le théorème d’intégration par parties généralisées,

∫ +∞

0
tx−1e−t dt = 0︸︷︷︸

crochet

−
∫ +∞

0
xtx−1(−e−t) dt.

soit
Γ(x+ 1) = xΓ(x).



En particulier, Γ(1) = 1 et pour tout n ∈ N⋆,Γ(n+ 1) = nΓ(n).
Donc

∀n ∈ N⋆,Γ(n+ 1) = n!

Cette fonction, introduite en 1729 par le mathématicien suisse, prolonge
la fonction factorielle à l’ensemble des réels strictement positifs.

Exercice 8.12.1
[2]

Caculer Γ
(

1
2

)
, puis Γ

(
n+ 1

2

)
pour tout

n ∈ N⋆.

Théorème 8.12.1 – Théorème (In-
tégration par parties généralisées).
Source : [5]
Soient f et g deux fonctions de classe C1

sur I. Si la fonction fg a une limite finie
en a et en b, alors les intégrales
∫ b

a
f

′(t)g(t) dt et
∫ b

a
f(t)g′(t) dt

sont de même nature. Si ces quantités
sont convergentes, en notant

[f(t)g(t)]ba

= lim
x→b−

(
f(x)g(x)

)
− lim

x→a+

(
f(x)g(x)

)
,

on obtient la relation
∫ b

a
f

′(t)g(t) dt

= [f(t)g(t)]ba −
∫ b

a
f(t)g′(t) dt.

Exercice 8.12.2
Source : [2]

Montrer que la fonction Γ est continue sur R⋆+.

Proposition 8.12.2 – Dérivées successives de la fonction
Gamma.

∀k ∈ N, ∀x ∈ R⋆+, Γ(k)(x) =
∫ +∞

0
(ln t)ktx−1e−t dt

■ Éléments de démonstration. Utiliser une domination lo-
cale sur un segment [a,A] ⊂ R⋆+ par la fonction :

φk : t 7→
{

| ln t|ke−tta−1 si t ∈]0, 1],
| ln t|ke−ttA−1 si t > 1.

Exercice 8.12.3
Source : [2]

Montrer que Γ(x) ∼0+
1
x
.

Montrer que Γ est convexe et étudier ses variations.

8.12.2 Formule de Stirling

Ajouter un texte d’introduction

Théorème 8.12.2 – Stirling.

n! ∼
(
n

e

)n √
2πn

■ Éléments de démonstration. 1. Montrer que
(
n!en

√
nnn

)
n∈N⋆

converge vers ℓ ∈ R
2. Montrer que ℓ =

√
2π en utilisant l’Intégrale de Wallis :

Wn
def=
∫ π/2

0
sinn(t) dt

a) Montrer que (Wn)n∈N est décroissante
b) Exprimer Wn+2 en fonction de Wn grâce à une IPP :

(n+ 2)Wn+2 = (n+ 1)Wn
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c) Exprimer W2p et W2p+1 en fonction de p :

W2p =

(2p
p

)
22p

π

2
et W2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!

d) Utiliser les points (a) et (b) pour montrer que Wn
Wn+1

−→ 1

e) Utiliser les points (c) et (d) pour montrer que
(

2nn!
n((2n)!)2

)4
−→

π

f) Utiliser le point 1. pour déterminer ℓ

8.12.3 L’intégrale de Gauss comme valeur particulière
de la fonction Gamma

Source : Intégrale de Gauss – wikipedia.org

Γ
(1

2

)
=
∫ +∞

0
t

1
2 −1e−t dt = 2

∫ +∞

0
e−u2

du =
∫ +∞

−∞
e−u2

du.

8.12.4 Fonction bêta

Définition 8.12.2 – Fonction bêta. Pour tout (p, q) ∈ N2, on
note

Ip,q
def=
∫ 1

0
tp(1 − t)q dt.

Proposition 8.12.3 – Expression factiorelle de la fonction
bêta. Pour tout (p, q) ∈ N2,

Ip,q =
p!q!

(p+ q + 1)!
.

Sources :

— Intégrale d’Euler – wikipedia.org
— [3] Chapitre IV, 3 Intégrales eulé-

riennes, page 125.
■ Démonstration. Soit (p, q) ∈ N2. Nous allons déterminer une
relation entre Ip,q et Ip+1,q−1 en faisant une intégration par parties.
On pose u : t 7→ 1

p+1 t
p+1 et v : t 7→ (1 − t)q , toutes deux de classe C 1

sur [0, 1]. Alors,

Ip,q =
[ 1
p+ 1

tp+1 × (1 − t)q
]1

0
+

q

p+ 1

∫ 1

0
tp+1(1 − t)q−1 dt

Ip,q =
q

p+ 1
Ip+1,q−1.

On en déduit que

Ip,q =
q

p+ 1
×
q − 1
p+ 2

× · · · ×
1

p+ q
Ip+q,0

Ip,q =
p!q!

(p+ q + 1)!
.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Gauss##Calcul_de_l'int�grale_de_Gauss
https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_d'Euler


Exercice 8.12.4
Souce : [5]

Déterminer la nature de la série
∑

In,n et, le
cas échéant, calculer sa somme.

Exercice 8.12.5
Source : Clémentine Portal (PCSI1, Collège
Stanislas) feuille d’exo n°7, exo 11

Déterminer une expression simplifiée de
q∑
k=0

(
q
k

) (−1)k

p+k+1 , pour tout (p, q) ∈ N2.

▶ Solution. ◁

8.13 Théorème de Fubini
Ce théorème a été démontré par le mathéma-
ticien italien Guido Fubini en 1907.

Théorème 8.13.1 – Fubini. Soit f : [a, b] × [c, d] → K une
application continue. Alors,

∫ b

a

(
∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx =
∫ d

c

(
∫ b

a
f(x, y) dx

)
dy.

x

y

z

Cette figure ne correspond pas au théorème
de Fubini

Nous allons voir la démonstration de ce résultat sous forme d’exercice.

Exercice 8.13.1 Pour tout (x, t) ∈ [a, b] × [c, d] on pose

φ(x, t) def=
∫ x

a
f(u, t) du.

1. Montrer que pour tout x ∈ [a, b], l’application t 7→ φ(x, t) est
continue sur [c, d].

2. On pose alors, pour tout x ∈ [a, b]

ψ(x) def=
∫ d

c
φ(x, t) dt.

Montrer que ψ est de classe C 1 sur [a, b], préciser ψ′.
3. En déduire que pour tout x ∈ [a, b],

∫ x

a

(
∫ d

c
f(u, t) dt

)
du =
∫ d

c

(∫ x
a
f(u, t) du

)
dt.

Source : correction du sujet Mines Maths 2
PSI 2021 par Doc Solus.

▶ Solution. 1. Application du théorème de continuité des inté-
grales à paramètre.
Pour la domination : f est continue sur une partie fermée bornée
de R2, donc d’après le théorème des bornes, f est bornée sur
[a, b] × [c, d] par une constante M ∈ R+.

2. Application du théorème de dérivation des intégrales à paramètre
à la fonction x 7→

∫d
c φ(x, t) dt :

— ∀t ∈ [c, d], x 7→ φ(x, t) est de classe C 1 sur [a, b] car c’est la
primitive s’annulant en a de la fonction continue x 7→ f(x, t).

— ∂φ
∂x

(x, t) = f(x, t)
— La domination se fait par le même constante M que précé-

demment.

∀x ∈ [a, b] ψ′(x) =
∫ d

c
f(x, t) dt.
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3. Soit x ∈ [a, b]. D’une part,

ψ(x) =
∫ d

c

(∫ x
a
f(u, t) du

)
dt.

D’autre part, d’après la question précédente et le théorème fon-
damental de l’analyse,

∫ x

a

(
∫ d

c
f(u, t) dt

)
du =
∫ x

a
ψ′(u) du = ψ(x) − ψ(a)

Or ψ(a) =
∫ d

c
φ(a, t) dt

et ∀t ∈ [c, d] φ(a, t) =
∫ a

a
f(u, t) du = 0

d’où ψ(a) = 0 et le résultat.
En particulier, pour x = b on obtient le résultat final.

◁

8.14 Transformée de Laplace

La transformation de Laplace généralise la transformation de Fourier
qui est également utilisée pour résoudre les équations différentielles :
contrairement à cette dernière, elle tient compte des conditions initiales
et peut ainsi être utilisée en théorie des vibrations mécaniques ou
en électricité dans l’étude des régimes forcés sans négliger le régime
transitoire. De manière générale, ses propriétés vis-à-vis de la déri-
vation permettent un traitement plus simple de certaines équations
différentielles, et elle est de ce fait très utilisée en automatique.
Dans ce type d’analyse, la transformation de Laplace est souvent in-
terprétée comme un passage du domaine temps, dans lequel les entrées
et sorties sont des fonctions du temps, dans le domaine des fréquences,
dans lequel les mêmes entrées et sorties sont des fonctions de la «
fréquence » (complexe) p. Ainsi ; il est possible d’analyser simplement
l’effet du système sur l’entrée pour donner la sortie en matière d’opé-
rations algébriques simples (cf. théorie des fonctions de transfert en
électronique ou en mécanique).

Définition 8.14.1 – Transformée de Laplace. Pour tout
fonction f ∈ C (R+,R), on note, lorsqu’elle converge,

L (f)(p) def=
∫ +∞

0
e−ptf(t) dt.

La fonction L (f) est la transformée de Laplace de f.
Sources : [1] + [5] (Exercice cerise Ch. 12)

Démonstration du théorème de la valeur finale :

— Généralisation classique du théorème des bornes ⇝ f est bornée
— Changement de variable : φ : u 7→ u

p
— Caractérisation séquentielle de la limite
— Théorème de convergence dominée



8.15 Version intégrale du lemme de Cesàro

Lemme 8.15.1 Soit f une fonction continue telle que lim
+∞

f = ℓ.

Alors
lim

x→+∞

1
x

∫ x

0
f(t) dt = ℓ.

■ Démonstration. La démonstration est directement adaptée de
celle de la version discrète. Soit ε > 0. Comme la fonction f converge
vers ℓ en +∞, il existe x0 ∈ R+ tel que pour tout x ⩾ x0, |f(x)−ℓ| ⩽ ε.
Soit x > x0,∣∣∣ 1

x

∫ x

0
f(t) dt− ℓ

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
x

∫ x

0
(f(t) − ℓ) dt

∣∣∣
par l’inégalité triangulaire ⩽

1
x

∫ x

0
|f(t) − ℓ| dt

⩽
1
x

(
∫ x0

0
|f(t) − ℓ| dt︸ ︷︷ ︸

def
= K

+
∫ x

x0
|f(t) − ℓ|︸ ︷︷ ︸

⩽ε

dt
)

⩽
K

x
+ ε

Or lim
x→∞

K
x

= 0 donc il existe x1 ∈ R+ tel que pour tout x ⩾ x1,
∣∣K
x

∣∣ ⩽
ε.
Ainsi pour tout x ⩾ max{x0, x1},∣∣∣ 1

x

∫ x

0
f(t) dt− ℓ

∣∣∣ ⩽ 2ε.

On en déduit le résultat.





Géométrie, courbes et
surfaces 9

9.1 Orthoptique d’une parabole

Exercice 9.1.1
Source : [1] p. 203

Soit P la parabole de foyer F = (1, 1) et de
directrice

D : x− y + 1 = 0.

1. Donner une équation cartésienne de P dans le repère cano-
nique de R2.

2. En utilisant une équation réduire de P, reconnaître la courbe
O – la courbe orthoptique – des points d’où l’on peut mener
deux tangentes à P qui soient perpendiculaires entre elles.

— Géométrie élémentaire dans l’espace
— Réduction, tracé de coniques/quadratiques
— Courbe orthoptique de l’ellipse (cercle de Monge)
— Tracé du pentagone régulier à la règle et au compas

9.2 Plan d’étude des courbes

Soit

Soit f : I −→ R2

t 7−→
(
x(t), y(t)

)
— Domaine de définition de f .
— Domaine d’étude : recherche des symétries
— Étude des variations de x et de y
— Étude des points critiques
— Étude des branches infinies
— Recherche des points doubles (s’il y en a)
— Tracé





Fonctions d’une variable
réelle 10

Source : [12]À partir du xviie siècle, le développment du calcul infinitésimal, motivé
par de nombreux problèmes de cinématique, de mécanique, ou de calcul
des variations, fait de la « fonction » l’objet central des mathématiques
modernes, alors que jusque là, le « nombre » était la base de l’édifice
mathématique. Nous devons à Bernoulli et Leibniz le terme même
de « fonction » : pour Bernoulli (1698), une fonction de la variable
x est « une quantité formée d’une manière quelconque à partir de x
et de constantes ». L’écriture y = f(x) est introduite par Euler en
1734. Les fonctions sont représentées par des courbes dans le plan et
Euler se demande si une courbe donnée correspond toujours à une
fonction. C’est lui qui distingue les courbes continues, des courbes
discontinues, qui sont le plus souvent, à cette époque, des graphes
de fonctions continues par morceaux. Cette double conception des
fonctions, comme expressions analytiques ou comme graphes du plan,
ne sera pas vraiment éclaircie avant le xixe siècle (c’est Dirichlet qui
donnera la définition moderne d’une fonction comme correspondance ;
il proposera ainsi (en 1837) un exemple de fonction discontinue partout,
la fonction χ définie par χ(x) = 1 pour x rationnel et χ(x) = 0 pour x
irrationnel). Lagrange, cherchant à établir les fondements de l’Analyse,
s’en tient au point de vue formel et refuse de se référer à toute notion
de limite. Ces hésitations empêchent les mathématiciens du xviie siècle
de mener jusqu’à leur achèvement certains de leurs travaux, comme
l’étude de l’équation des cordes vibrantes. C’est la génération suivante,
avec entre autres Gauss, Cauchy, Bolzano et Abel, qui donnera
dans la première moitié du xixe siècle un statut rigoureux aux notions
de convergence, de continuité, . . . Quant au concept de limite d’une
fonction numérique, on doit sans doute sa première définition précise à
Weierstrass.
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10.1 Point fixe d’une fonction de [0, 1] → [0, 1]

Exercice 10.1.1 Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] telle
que :

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0 et f(1) = 1.

Montrer qu’il existe c ∈]0, 1[ tel que f(c) = c.

▶ Éléments de solution. — Poser g(x) = f(x) − x.
— L’objectif est de montrer que g s’annule au moins une fois sur

[0, 1] en montrant l’existence de x0 et x1 dans [0, 1] tels que
g(x0) < 0 et g(x1) > 0 pour pouvoir appliquer le théorème des
valeurs intermédiaires.

— Raisonner par l’absurde sur l’existence de x0 et de x1 et écrire la
dérivée de f comme la limite de son taux d’accroissement pour
aboutir à des contradictions.

◁

1

1 1
2

(
1 − cos

(
πx6/5

))
1
2

(
1 − cos

(
πx6/5

))

Exemple d’une fonction vérifiant les
hypothèses de l’énoncé

10.2 Convexité et signe

Exercice 10.2.1 Que peut-on dire sur une fonction concave et
positive sur R ?

▶ Éléments de solution. Faire un dessin... ◁

10.3 Rolle à l’infini

Théorème 10.3.1 – . Soit f : R+ → R, de classe C 2 et telle
que f(x) −−−−−→

x→+∞
f(0). Alors il existe c ∈ R⋆+ et d ∈ R+ tel que

f ′(c) = f ′′(d) = 0.

10.4 Théorème de Darboux

Théorème 10.4.1 – Darboux. Soit f une fonction réelle,
dérivable sur un intervalle [a, b]. Pour tout réel k compris entre
f ′(a) et f ′(b), il existe un réel c ∈ [a, b] tel que c = f ′(k).

Fonction de Darboux :
Fonction dérivable en tout point, mais dont la dérivée est discontinue
en 0 :

Soit f : R −→ R

x 7−→
{
x2 sin

(
1
x2

)
si x ̸= 0,

0 sinon.



10.5 Uniforme continuité et intégrale convergente

Exercice 10.5.1 Soit f : R+ → R uniformément continue telle
que
∫+∞

0 f converge. Montrer que f(x) −−−−−→
x→+∞

0.

▶ Solution. Soit x ∈ R+.

f(x) = f(x) −
1
2ε

∫ x+ηε

x−ηε

f(t) dt+
1

2ηε

∫ x+ηε

x−ηε

f(t) dt

=
1

2ηε

∫ x+ηε

x−ηε

(
f(x) − f(t)

)
dt+

1
2ηε

∫ x+ηε

x−ηε

f(t) dt

|f(x)| ⩽
1

2ηε

∫ x+ηε

x−ηε

∣∣f(x) − f(t)
∣∣︸ ︷︷ ︸

⩽ε

dt+

∣∣∣∣ 1
2ηε

∫ x+ηε

x−ηε

f(t) dt

∣∣∣∣
⩽ ε+

∣∣∣∣ 1
2ηε

∫ x+ηε

x−ηε

f(t) dt

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
−→0 d’après le critère de Cauchy...

◁

Définition 10.5.1 – Continuité uni-
forme. Soit f une fonction de R dans R.
La fonction f est uniformément conti-
nue si

∀ε > 0 ∃ηε > 0 ∀(x, y) ∈ R2
,

(|x − y| ⩽ ηε =⇒ |f(x) − f(y)| ⩽ ε) .

10.6 Lemme de Croft

Sources : [1] p. 259 & [12] p. 322
Lemme 10.6.1 Soit f : R+ → R telle que, pour tout a > 0, la
suite

(
f(na)

)
n⩾0

tend vers 0.
Montrer que si la fonction f est uniformément continue, on a

lim
x→+∞

f(x) = 0.

Sources : correction principalement de [12] avec des précisions venant
de [1].

■ Démonstration. L’hypothèse signifie que f tend vers 0 selon
toute suite arithmétique de la forme (na)n⩾0. Lorsque la fonction est
uniformément continue, on peut contrôler son comportement entre
deux termes consécutifs de la suite. Plus précisément, soit ε > 0. La
continuité uniforme de f permet de choisir ηε > 0 tel que pour tout
(x, y) ∈ (R+)2,

|x− y| ⩽ ηε ⇒ |f(x) − f(y)| ⩽ ε.

Puisque ηε > 0, la suite
(
f(nηε)

)
n⩾0

tend vers 0 par hypothèse. Fixons

N tel que |f(nηε)| ⩽ ε pour n ⩾ N .
Soient x ⩾ Nηε et n

def= min
{
k ∈ N

∣∣ x ⩽ kηε
}

qui est bien défini.
Alors |x− nηε| ⩽ ηε. On a alors |f(x) − f(nηε)| ⩽ ε de sorte que par
l’inégalité triangulaire,

|f(x)| ⩽ |f(x) − f(nηε)| + |f(nηε)|
⩽ 2ε.

Ceci étant valable pour tout x ⩾ Nηε, on a bien prouvé que f tend
vers 0 en +∞.
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Nηε

|
· · · (n− 1)ηε

|
x

nηε

|

Exercice 10.6.1
Source : [1] (p.261)

Déterminer les fonctions f ∈ C 1(R,R) telles
que f ◦ f = f .

— Equation fonctionnelle



Suites et séries de
fonctions 11

Le Calcul infinitésimal est l’apprentissage du maniement des inégalités
bien plus que des égalités, et on pourrait se résumer en trois mots :

majorer, minorer, approcher.

Source : V.1 Écart de deux fonctions de [3]De même qu’on cherche à approcher un nombre inconnu (défini par
un procédé quelconque) à l’aide de nombres décimaux (ou rationnels),
de même il est naturel en Analyse de chercher à « approcher » une
fonction complexe inconnue (qui peut être définie par des procédés
variés, somme de série, intégrale dépendant d’un paramètre, solution
d’équation différentielle, etc.) à l’aide de fonctions que l’on considère
comme connues (polynômes, fonctions exponentielles, fonctions trigono-
métriques, etc.). Mais il faut préciser ce qu’on entend par « approcher »,
c’est-à-dire « mesurer » en quelque sorte l’« écart » de deux fonctions,
de même que la valeur absolue |x− y| mesure l’écart de deux nombres
réels ou complexes.
L’idée la plus naturelle est que si une fonction g « approche » une
fonction f dans un ensemble E où elles sont toutes deux définies, alors,
pour chaque x0 ∈ E, la valeur g(x0) de g doit approcher la valeur
f(x0) de f au sens usuel, c’est-à-dire que |f(x0) − g(x0)| doit être «
petit ». Comme ceci doit avoir lieu en chaque poit x0 de E, on est
conduit à prendre pour « écart » de deux fonctions complexes f , g
définies dans E le nombre

d(f, g) def= sup
x∈E

|f(x) − g(x)|.

Lorsqu’il s’agit de fonctions réelles f, g définies dans un intervalle
E = [a, b] de R, l’idée d’« écart » que nous venons de définir peut se
concrétiser graphiquement de la façon suivante : dire que d(f, g) ⩽ ε
signifie que pour tout x ∈ E on a g(x) − ε ⩽ f(x) ⩽ g(x) + ε, c’est-à-
dire que le graphe de f est tout entier contenu dans la « bande » de
demi-largeur ε autour du graphe de g.
Pour distinguer cette idée d’« approximations » d’autres notions, nous
dirons qu’il s’agit d’approximation uniforme d’une fonction par une
autre dans un ensemble E où elles sont toues deux définies ; il est
important de remarquer que cette notion dépend essentiellement de
l’ensemble E que l’on considère : si f et g sont toutes deux définies
dans un ensemble plus grand E′, la relation |f(x) − g(x)| ⩽ ε pour
x ∈ E n’entraîne nullement |f(x) − g(x)| ⩽ ε pour x ∈ E′.
Étant donnés deux ensembles de fonctions F (les fonctions « incon-
nues ») et G (les fonctions « connues ») toutes définies dans un même
ensemble E, nous dirons pour abréger qu’on peut approcher uniformé-
ment dans E les fonctions de F par les fonctions de G si, pour toute
fonction f ∈ F et tout nombre ε > 0, il existe une fonction g ∈ G
(dépendant de f et de ε) telle que l’écart d(f, g) ⩽ ε, c’est-à-dire que

|f(x) − g(x)| ⩽ ε pour tout x ∈ E.

x

f(x) g(x)

ε

ε

E
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11.1 Théorème d’approximation de Weierstrass

Théorème 11.1.1 – Weierstrass. Toute fonction continue
sur un segment [a, b] de R à valeurs dans R ou C est limite uniforme
sur [a, b] d’une suite de polynômes.

Source : Théorème de Weierstrass (approximation par des polynômes)
– Bibm@th.net
Autrement dit, pour toute fonction f : [a, b] → R continue et pour tout
ε > 0, il existe un polynôme P tel que

∀x ∈ [a, b], |f(x) − P (x)| < ε.

Ce théorème affirme que l’ensemble des fonctions polynomiales est
dense dans l’ensemble des fonctions réelles continues sur un segment
(pour la topologie de la convergence uniforme).

■ Démonstration.Source : [3] page 157

Exercice 11.1.1
Source : Théorème de Stone-Weierstrass –
Théorème d’Ascoli (fic00042) – exo7.emath.fr

Soit f ∈ C ([a, b],R) telle que

∀n ∈ N,
∫ b

a
f(t)tn dt = 0.

Montrer que f est la fonction nulle.

▶ Solution. ◁

L’exercice suivant explicite une suite de polynômes (Pn) qui converge
uniformément vers la fonction racine carrée sur [0, 1].

Exercice 11.1.2
Source : [5] (Exercice 5. TD Ch. VIII)

Soit la suite de fonctions définie pour tout
x ∈ [0, 1] par{

P0(x) = 0,
Pn+1(x) = Pn(x) + 1

2

(
x− Pn(x)2

)
.

Montrer que (Pn) converge uniformément vers une fonction f sur
[0, 1].

Questions intermédiaires :

1. Montrer que (Pn) est une suite de restrictions de polynômes dont
on précisera le dégré.

2. Montrer que cette suite converge simplement vers une fonction f
à préciser.

3. Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout n ∈ N,

0 ⩽ f(x) − Pn(x) ⩽ 2
f(x)

2 + nf(x)
.

4. Montrer que (Pn) converge uniformément vers la fonction f sur
[0, 1].

https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./w/weierstrass.html
https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./w/weierstrass.html
http://www.exo7.emath.fr/ficpdf/fic00042.pdf
http://www.exo7.emath.fr/ficpdf/fic00042.pdf
https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e08.pdf


▶ Solution. Soient x ∈ [0, 1] et n ∈ N.

√
x− Pn+1(x) =

√
x− Pn(x) −

1
2
(
x− Pn(x)2

)
=
(√

x− Pn(x)
)(

1 −
1
2
x− Pn(x)2
√
x− Pn(x)

)
√
x− Pn+1(x) =

(√
x− Pn(x)

)(
1 −

√
x+ Pn(x)

2

)
.

Pour tout n ∈ N on pose

Pn : « ∀x ∈ [0, 1], 0 ⩽
√
x− Pn(x) ⩽

√
x

(
1 −

√
x

2

)n
ˇ.

▷ Initialisation pour n = 0 : immédiat.
▷ Hérédité : soit n ⩾ 0, on suppose Pn vraie.

Soit x ∈ [0, 1], d’après le résultat précédent et l’hypothèse de
récurrence,

0 ⩽
√
x− Pn+1(x) ⩽

√
x

(
1 −

√
x

2

)n
×
(

1 −
√
x+ Pn(x)

2

)
Comme le polynôme Pn est positif, le second terme est majoré
par 1 −

√
x

2 et donc Pn+1 est vérifiée.

◁

1

1

Convergence uniforme de la suite (Pn) vers
la fonction racine carrée sur [0, 1]

Une question naturelle est de se demander si ce théorème d’approxi-
mation peut se généraliser à R. La réponse est non.

Proposition 11.1.1 – . Si (Pn)n∈N est une suite de polynômes
convergeant uniformément sur R vers une fonction f , alors f est
un polynôme.

■ Démonstration. Sources : [1] & [4]Soit (Pn)n∈N une suite de polynômes conver-
geant uniformément sur R vers une fonction f .
D’après la critère de Cauchy uniforme, il existe un rang n tel que
pour tout p ∈ N,

Pn+p − Pn ⩽ 1.

La fonction polynomiale Pn+p − Pn est donc bornée sur R autrement
dit elle est constante. On a alors pour tout (p, x) ∈ N × R,

Pn+p(x) = Pn(x) + Pn+p(0) − Pn(0) −−−−−→
p→+∞

Pn(x) + f(0) − Pn(0)

donc par unicité de la limite simple, f : x 7→ Pn(x) + f(0) −Pn(0), qui
définit bien une fonction polynomiale.

11.2 Approximation polynomiale de Bernstein

Bernstein a donné une démonstration constructive et probabiliste
du théorème de Weierstrass sur [0, 1], en prouvant qu’on pouvait
prendre :
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Définition 11.2.1 – Polynôme de Bernstein. Le polynôme
de Bernstein d’ordre n associé à la fonction f est le polynôme

Bn(f)(x) def=
n∑
p=0

f

(
p

n

)(n
p

)
xp(1 − x)n−p (11.1)

Source : [5] (Exercice 10. TD VIII)

Théorème 11.2.1 – . Soit f une fonction continue sur I
def= [0, 1].

La suite
(

Bn(f)
)
n

converge uniformément vers la fonction f sur I.

Nous allons voir deux démonstrations de ce théorème.

■ Démonstration. Le démonstration qui suit est celle proposée
dans [3] page 159 dont quelques étapes techniques ont été détaillées.
Nous partirons de l’identité

1 = (1 − t+ t)n =
n∑
p=0

(n
p

)
(1 − t)n−ptp. (11.2)

On déduit de cette relation que pour toute fonction bornée f définie
dans I, on a

|Bn(f)(t)| ⩽ sup
t∈I

|f(t)| ·

(
n∑
p=0

(n
p

)
(1 − t)n−ptp

)
= d(0, f) (11.3)

puisque les fonctions
(
n
p

)
(1 − t)n−ptp prennent des valeurs ⩾ 0 dans

I.
Étant donné ε > 0, on sait que pour toute fonction continue f dans I,
il existe, en vertu du théorème de Weierstrass, un polynôme P tel
que d(f, P ) ⩽ ε ; on conclut alors de (11.3) que

d(Bn(f),Bn(P )) ⩽ d(f, P ) ⩽ ε. (11.4)

Par suite, pour t ∈ I,

|f(t) − Bn(f)(t)| ⩽ |f(t) − Bn(P )(t)| + |Bn(P )(t) − Bn(f)(t)|︸ ︷︷ ︸
⩽ε d’après (11.4)

⩽ |f(t) − P (t)|︸ ︷︷ ︸
⩽ε

+|P (t) − Bn(P )(t)| + ε

Ainsi, par passage à la borne supérieure sur I, on obtient

d(f,Bn(f)) ⩽ 2ε+ d(P,Bn(P )). (11.5)

Si l’on prouve le théorème lorsque f est un polynôme, il sera donc vrai
pour toute fonction continue dans I. Par linéarité, il suffit donc de le
prouver lorsque f(t) = tm. En fait, nous allons voir, par récurrence sur
m, que l’on a, en posant fm(t) = tm, pour n ⩾ m,

Bn(fm)(t) = tm +
1
n
Qm,n(t) (11.6)

où Qm,n est un polynôme de degré inférieur àm−1, dont les coefficients
sont majorés en valeur absolue par un nombre Am indépendant de n.
La formule (11.6) se réduit à (11.3) pour m = 0, avec Q0,n(t) = 0.

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e08.pdf


Supposons-la vérifiée pour un entier m et dérivons par rapport à t ; en
vertu de la défition (11.1), on obtient, pour n ⩾ m+ 1,

−
n−1∑
p=0

(n
p

) pm
nm

(n−p)(1−t)n−p−1tp+
n∑
p=1

(n
p

)pm+1

nm
(1−t)n−ptp−1 = mtm−1+

1
n
Q′
m,n(t).

(11.7)
Comme (n− p)

(
n
p

)
= n
(
n−1
p

)
, le premier terme du premier membre

de (11.7) est égal à

−nBn−1(fm)(t) = −ntm −
n

n− 1
Qm,n−1(t).

Multipliant les deux membres de (11.7) par t
m

, on obtient donc, en
vertu de la définition des polynômes de Bernstein,

−
n

m
tm+1−

nt

m(n− 1)
Qm,n−1(t)+

n

m

n∑
p=1

(n
p

) pm+1

nm+1 (1 − t)n−ptp︸ ︷︷ ︸
Bn(fm+1)(t)

= tm+
t

mn
Q′
m,n(t)

soit en réarrangeant les termes et en multipliant l’égalité par m
n

;

Bn(fm+1)(t) = tm+1 +
m

n
tm +

t

n2Q
′
m,n(t) +

t

n− 1
Qm,n−1(t)

= tm+1 +
1
n
Qm+1,n(t)

avec Qm+1,n(t) = mtm + 1
n
tQ′
m,n(t) + n

n−1 tQm,n−1(t).
Comme, par hypothèse,Qm,n est de degré inférieur àm−1, le polynôme
Qm+1,n est bien de degré inférieur à m.
Les coefficients de 1

n
tQ′
m,n(t) sont majorés en valeur absolue par

m−1
n

Am ⩽ (m−1)Am ... A FINIR et cela prouve (11.6) par récurrence,
avec

Am+1 ⩽ 3 sup(m, (m− 1)Am).

Le sujet x/ens psi 2018 propose une démonstration élégante de ce
résultat d’analyse pure en passant par les probabilités. (Je crois que la
version du TD est un peu différente). Préciser les hypothèses sur f .

Exercice 11.2.1 Soit x ∈]0, 1[ et n ∈ N⋆. On considère
X1, . . . , Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes et
suivant toutes la même loi de Bernoulli de paramètre x. On pose

Sn =
X1 + · · · +Xn

n
.

1. Exprimer E(Sn), V(Sn) et E(f(Sn)) en fonction de x, n et
du polynôme Bn(f).

2. En déduire les inégalités :

n∑
k=0

∣∣∣x−
k

n

∣∣∣ (n
k

)
xk(1 − x)n−k ⩽ V(Sn)1/2 ⩽

1
2
√
n
.

3. Montrer que λα ⩽ 1 + λ pour tout réel λ > 0 et en déduire
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l’inégalité :∣∣∣x−
k

n

∣∣∣α ⩽ n−α/2
(

1 +
√
n

∣∣∣x−
k

n

∣∣∣)
pour tout x ∈]0, 1[, n ∈ N⋆ et k ∈ J1, nK.

4. Soit n ∈ N⋆. Montrer que

f − Bn(f) ⩽
3k
2

1
nα/2 .

Conclure.

Proposition 11.2.1 – ♦ Somme de
Bernoulli indépendantes. La somme
de n variables aléatoires discrètes indé-
pendantes suivant la même loi de Ber-
noulli de paramètre p suit une loi bino-
miale de paramètres (n, p).

La démontration est immédiate en passant
par les fonctions génératrices.

■ Démonstration. Soit x ∈ [0, 1]. On considère une suite de va-
riables aléatoires (Xn)n indépendantes identiquement distribuées de

loi de Bernoulli B(x). Ainsi, Sn
def=

n∑
i=1

Xi suit une loi binomiale

B(n, x) ♦ et par le théorème de transfert

E
[
f

(
Sn

n

)]
=

n∑
p=0

(n
p

)
f

(
p

n

)
(1 − x)n−pxp = Bn(f)(x).

On va chercher à utiliser la convergence en probabilité de Sn
n

vers x.
Soit ε > 0. La fonction f étant continue sur le compact [0, 1] donc
d’après le théorème de Heine ♦ , elle y est uniformément continue i.e.

∃η > 0, |x− y| ⩽ η ⇒ |f(x) − f(y)| ⩽ ε.

Théorème 11.2.2 – ♦ Théorème de
Heine. Une fonction continue sur un seg-
ment, plus généralement sur un compact,
y est uniformément continue.

On va alors scinder en deux. On aOn retrouve cette méthode de séparation avec
la fonction indicatrice dans la démonstration
de l’inégalité de Markov.

|f(x) − Bn(f)(x)| =
∣∣∣E [f(x) − f

(
Sn

n

)]∣∣∣ ⩽ E
[∣∣∣f(x) − f

(
Sn

n

)∣∣∣]
⩽ E

[∣∣∣f(x) − f

(
Sn

n

)∣∣∣1∣∣x− Sn
n

∣∣<η +
∣∣∣f(x) − f

(
Sn

n

)∣∣∣1∣∣x− Sn
n

∣∣⩾η]
par linéarité de l’espérance ⩽ E

[∣∣∣f(x) − f

(
Sn

n

)∣∣∣1∣∣x− Sn
n

∣∣<η]+ E

[∣∣∣f(x) − f

(
Sn

n

)∣∣∣1∣∣x− Sn
n

∣∣⩾η]
⩽ ε+ 2fE

[
1∣∣x− Sn

n

∣∣⩾η]
par l’espérance d’une indicatrice ⩽ ε+ 2fP

(∣∣∣x−
Sn

n

∣∣∣ ⩾ η) .
On utilise alors l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev ♦ (on rappelle
que E[Sn/n] = x)

Théorème 11.2.3 – ♦ Inégalité de
Bienaymé-Tchebychev. Soit X une
v.a.r.d. admettant un moment d’ordre 2,

∀ε > 0, P
(

|X − E[X]| ⩾ ε
)

⩽
V(X)
ε2

.

|f(x) − Bn(f)(x)| ⩽ ε+ 2f
V(Sn/n)

η2

⩽ ε+ 2f
V(Sn)
n2η2

⩽ ε+ 2f
x(1 − x)
nη2

⩽ ε+ f
1

2nη2 indépendant de x.



Ainsi, on a lim supn f − Bn(f) ⩽ ε, et on a en faisant tendre ε vers 0 :

f − Bn(f) −−−−−→
n→+∞

0.

Remarque 11.2.1 Ce résultat peut être étendu à toute fonction
continue sur un segment [a, b] en posant

∀x ∈ [0, 1], f(x) = g
(

(b− a)x+ a
)
.

La fonction x 7→ (b− a)x+ a est un homéomorphisme de [0, 1] sur
[a, b].

11.3 Intégration d’une série de fonctions

Soit S : x →
+∞∑
n=1

(−1)n

1+n2x2 .

— Donner l’ensemble de définition de S et donner un équivalent en
+∞.
▶ DS = R⋆.
▶ On se doute que S se comporte comme 1

x2 en +∞. L’idée
est donc de déterminer la limite de x2S(x) en +∞. Le théorème
d’interversion des limites permet d’affirmer que cette limite

est finie et qu’elle est égale à c =
+∞∑
n=1

(−1)n

n2 . Une séparation des

termes pairs et impairs de la somme (et le résultat du problème de
Bâle) permet de montrer que c = −π2

12 et donc S(x) ∼+∞ − π2

12x2 .
— Montrer que S est intégrable sur R⋆+ et calculer

∫+∞
0 S(t)dt.

▶ Comme S est une série alternée, on peut lui appliquer le
théorème des séries alternées et écrire que

|S(x)| ⩽
1

1 + x2 (majoration du reste d’ordre 1)

L’intégrabilité du majorant sur R⋆+ assure celle de S sur cet
ensemble. Est-ce que l’intégrabilité sur R+* des termes de la
somme et leur CU vers S impliquent l’ingrabilité de S sur cet
ensemble ? c.f. théorème de la convergence dominée peut-être...
▶ L’interversion série/intégrale permet de montrer que

∫+∞
0 S(t) dt =

π
2

+∞∑
n=1

(−1)n

n
= −π

2 ln(2) (c.f. Deux sommes).

Dans la correction (p. 374), on effectue le calcul sur une somme
partielle et on détermine ensuite la limite de cette somme. J’avais
naïvement travailler avec l’intégrale jusqu’en +infini et la somme
aussi, est-ce licite ?.

11.4 Équivalent d’une série de fonctions

Exercice 11.4.1 On pose f(x) =
+∞∑
n=1

x
n(1+nx2) . Donner un

équivalent de f et 0+.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl�me_de_B�le
https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl�me_de_B�le
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▶ Solution. Éffectuer une comparaison série/intégrale aux termes
de la somme pour encadrer f (ne pas oublier de justifier l’intégrabilité
des fonctions sur [1,+∞[) :

∫ +∞

2

x

t(1 + tx2)
dt+

x

1 + x2 ⩽ f(x) ⩽
∫ +∞

1

x

t(1 + tx2)
dt+

x

1 + x2 .

Décomposer les intégrandes en éléments simples et calculer les inté-
grales :

−2x ln(x) + o0(x ln(x)) ⩽ f(x) ⩽ −2x ln(x) + o0(x ln(x))

Finalement,
f(x) ∼

0+
−2x ln(x)

◁

11.5 Série de fonctions continues dont la somme
est discontinue

Proposition 11.5.1 – .
Source : [6] p.257

Soit la suite (fn)n⩾0 d’applications
continues de [0, 1] dans R, de terme général

fn : [0, 1] −→ R
x 7−→ fn(x) = (1 − x)xn.

La somme des fn est discontinue.

■ Démonstration. Pour tout point x de [0, 1[, la série
∑

fn(x)
est le produit par (1 − x) d’une série géométrique de raison x où
0 ⩽ x < 1, donc elle converge et sa somme est égale à (1−x)/(1−x) = 1.
De plus fn(1) = 0 pour tout entier naturel n. La série de fonctions∑

fn converge donc simplement sur le segment [0, 1] et sa somme est
l’application

S : [0, 1] −→ R

x 7−→ S(x) =
{

1 si x ∈ [0, 1[,
0 si x = 1,

qui est discontinue en 1.

11.6 Fonction ζ alternée

Source : [5] (Exercice 13. TD VIII)
On définit la fonction ζ alternée F comme suit

F (x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
.

— Déterminer l’ensemble de défintion de F et trouver une relation
entre F et ζ.

— Calculer ζ(x) −F (x) pour trouver que ζ(x) = 1
1−21−x F (x).

— Déterminer lim
x→1

(x− 1)ζ(x).

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e08.pdf


— En comparant ζ à une intégrale, on peut montrer que 1
1−x ⩽

ζ(x) ⩽ 1
1−x + 1.

— On peut aussi procéder de la manière suivante : ζ est décroissante
sur ]1,+∞[ donc ζ admet une limite ℓ ∈ R+ ∪ {+∞} en 1.
▶ Si ℓ ∈ R+, par passage à la limite dans l’inégalité ζ(x) ⩾
N∑
n=1

1
nx ,

ℓ ⩾

N∑
n=1

1
n

−−−−−−→
N→+∞

+∞.

Donc ℓ = +∞ et lim
x→1

ζ(x) = +∞.

— Déterminer lim
x→+∞

F (x) ainsi qu’un équivalent de ζ en +∞.

— On peut montrer que (à détailler) ζ(x) ∼+∞ 1.

11.7 Grain de raisin : Fonctions continues nulle
part dérivables

« Je me détourne avec effroi et horreur de
cette plaie lamentable des fonctions continues
qui n’ont point de dérivées. »

Charles Hermite (1893)
« C’est un cas où il est vraiment naturel de
penser à ces fonctions continues sans dérivées
que les mathématiciens ont imaginées, et que
l’on regardait à tort comme de simples cu-
riosités mathématiques, puisque l’expérience
peut les suggérer. »

Jean Perrin 1, au sujet du mouvement
brownien.

Source : [6] p. 160
Jusqu’à la moitié du xixe siècle, on pensait généralement qu’une fonc-
tion continue était dérivable sauf peut-être en quelques points. Ampère
prétendit même l’avoir démontré en 1806. Bolzano donne vers 1830
un exemple de fonction continue, mais dérivable nulle part ; cependant
ses écrits restent méconnus. En 1854, Bernhard Riemann, propose sans
preuve, la fonction :

R : x 7→ R(x) def=
+∞∑
n=1

sin
(
n2x
)

n2 .

Karl Weierstrass se déclare incapable de la démontrer. Il faut at-
tendre 1971 pour savoir que R n’est pas dérivable sauf en certains
points. En 1872, Karl Weierstrass démontre que si a et b sont des
réels tels que a > 0, b > 0 et ab > 1 + 3π

2 , la fonction :

f : x 7→ f(x) def=
+∞∑
n=1

bn cos(anx)

est continue sur R et n’est dérivable en aucun point de R.

Notations.
On note E l’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et F l’ensemble
des fonctions continues sur [0, 1], nulle part dérivables sur [0, 1].

Théorème 11.7.1 – . L’ensemble F est non vide.

■ Démonstration. Source : Exo Maths X MP #60 - Densité des
fonctions nulle part dérivables – share.miple.co

Notons :

— ∀x ∈ R+,∆(x) def= min
n∈N

|x− n|,

— ∀x ∈ R+,∆n(x) def= ∆(2nx)
2nx

,

— ∀x ∈ [0, 1],W (x) def=
∞∑
n=0

∆n(x).

Nous allons montrer que la fonction W est un élément de F .

https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
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1: Physicien, chimiste et homme politique
français (1870 - 1942), prix Nobel de physique
1926.

▷ Continuité. La fonction ∆ est minimale sur N où elle vaut
0, et est maximale sur N + 1

2 où elle vaut 1
2 , d’où ∆ ⩽ 1

2 et
donc ∆n ⩽ 1

2n+1 . Les fonction ∆n étant continues et
∑

∆n

convergeant normalement, la fonction W est continue.
▷ Non-dérivabilité. Soit x ∈ [0, 1]. On note, pour tout p ∈ N,

xp
def=

⌊2px⌋
2p

et yp
def= xp +

1
2p
.

Étudions la limite de W (xp)−W (yp)
xp−yp

quand p tend vers +∞ :

— Si n ⩾ p, alors 2nxp et 2nyp sont des entiers. Donc ∆n(xp) =
∆n(yp) = 0 et ∆n(xp)−∆n(yp)

xp−yp
= 0.

— Si n < p, alors xp, yp ∈ I1
def=
[
xn,

xn+yn
2

]
ou xp, yp ∈

I2
def=
[
xn+yn

2 , yn
]
. ∆n a une pente 1 sur I1 et une pente

−1 sur I2. Donc ∆n(xp)−∆n(yp)
xp−yp

= (−1)⌊2n+1x⌋.

Donc :
W (xp) −W (yp)

xp − yp
=
p−1∑
n=0

(−1)⌊2n+1x⌋.

Notons rp
def= W (yp)−W (xp)

yp−xp
. La suite (rp)p∈N ne converge par

puisque rp+1 − rp = (−1)⌊2n+1x⌋ ne tend pas vers 0.
Comme xp −−−−→

p→∞
x et yp −−−−→

p→∞
x, on en conclut que W n’est

pas dérivable en x et donc est nulle part dérivable sur [0, 1].

11.7.1 Courbe du blancmanger ou de Takagi

Source : [6] p. 160
En 1903, le mathématicien japonais Teiji Takagi (1875-1960) propose
les fonctions :

f : x 7→ f(x) def=
+∞∑
n=0

bng(anx)

où g est la fonction de g : x 7→ d(x,Z) (distance de x à Z) de R dans R
et a et b des réels tels que 0 < b < 1 et a ⩽ 4. Lorsque de plus ab > 2,
la fonction f a des dérivées supérieures égales à +∞ et inférieures
égales à −∞ en tout point de R.

Source : Alain Camanes DS MPSI1
10/01/2015 La fonction de Takagi a été introduite par Teiji Takagi en 1903

motivé par les fonctions nulle part dérivables de Weierstrass après
une visite en Allemagne de 1897 à 1901.
Une variante de la fonction de Takagi, utilisant la base 10 et non la
base 2, a été introduite par Van der Waerden en 1930. Bien que
non différentiables, ces fonctions possèdent des dérivées infinies en de
nombreux points (tout comme la fonction de Weierstrass). C’est
pourquoi Knopp a introduit en 1918 une variante de la fonction de
Takagi qui, en tout point, n’admet ni de dérivée finie ni de dérivée
infinie.

Définition 11.7.1 – Distance à Z. Pour tout x ∈ R, on définit
la fonction ≪ x ≫ distance de x à Z.

http://alain.camanes.free.fr/archives/mpsi14/ds04.pdf
http://alain.camanes.free.fr/archives/mpsi14/ds04.pdf


Construction graphique

Proposition 11.7.1 – Expression de ≪ · ≫.

≪ · ≫: x 7→
∣∣∣x−

⌊
x+

1
2

⌋∣∣∣
■ Démonstration.

Définition 11.7.2 – Courbe du blancmanger ou de Ta-
kagi. On définit cette courbe par la fonction

τ : [0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→
∞∑
k=0

1
2k

≪ 2kx ≫ .

11.7.2 Courbe de Bolzano-Lebesgue

Définition 11.7.3 – Courbe de Bolzano-Lebesgue. On
pose I

def= [0, 1] et (fn) la suite de fonctions définie par

— f0(x) = x.

— fn est affine sur
[
k

3n ,
k+1
3n

]
pour tout k ∈ J0, 3n − 1K.

— fn et fn−1 sont égales en 3k
3n , 3k+1

3n et 3k+2
3n pour tout k ∈

J0, 3n − 1K.

11.7.3 Densité de F dans E

Théorème 11.7.2 – . F est dense dans E pour la topologie
uniforme.

■ Démonstration. Source : Exo Maths X MP #60 - Densité des
fonctions nulle part dérivables – share.miple.co

Soient f ∈ E et W ∈ F . La fonction f −W

est continue sur [0, 1] donc peut être approchée uniformément par une
suite (An)n∈N de fonctions polynomiales définies sur [0, 1] d’après le
théorème de Weierstrass.
Pour tout n ∈ N, notons Bn

def= An +W . La fonction Bn est continue
et nulle part dérivable puisque si (Bn)n∈N était dérivable en x ∈ [0, 1],
la fonction W le serait aussi. La suite (Bn)n∈N est donc une suite
de fonctions continues sur [0, 1] et nulle part dérivable qui converge
uniformément vers la fonction f .

Pour approfondir :

— Une famille nombreuse de fonctions continues partout dérivables
nulle part – Christophe Bertault

— Le paragraphe éponyme dans [6] page 350.

https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
http://christophebertault.fr/documents/articles/Article - Une famille nombreuse de fonctions continues partout derivables nulle part.pdf
http://christophebertault.fr/documents/articles/Article - Une famille nombreuse de fonctions continues partout derivables nulle part.pdf
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11.8 A rajouter

— Intégrale à paramètre vs. série de fonctions
— Développements asymptotiques de sommes de séries de fonctions



Séries entières 12
12.1 Matrice et série entière

Exercice 12.1.1 Soit m ∈ N⋆ et A ∈ Mm(R) vérifiant A3 +A =
0.
Montrer que son rang est pair. Étudier la convergence et la somme

de
+∞∑
n=0

xn Tr(An).

▶ Solution. D’après l’énoncé, le polynôme P (X) def= X3 + X est
annulateur de la matrice A. Le polynôme P = X(X − i)(X + i) est
scindé à racines simples dans C donc la matrice A est diagonalisable
dans C.
La diagonalisabilité de la matrice A équivaut à

∑
λ∈SpA

dimEλ(A) = m

soit dimE0(A) + dim−i(A) + dimi(A) = 0. Comme E0(A) = KerA,
d’après le théorème du rang, dimE0(A) = m − RgA. On sait aussi
(à détailler peut être) que p

def= dimE−i(A) = dimEi(A). On obtient
alors

m− RgA+ 2p = m

soit RgA = 2p.

◁

12.2 Série génératrice des polynômes d’Hermite

Définition 12.2.1 – Polynômes d’Hermite. La suite des
polynômes d’Hermite, notée (Hn)n∈N, est définie comme l’unique
suite de polynômes réels tels que :

∀(x, t) ∈ R2, exp
(
tx− t2/2

)
=

+∞∑
n=0

tnHn(x) (∗)

■ Démonstration. — ▶ L’existence se prouve en faisant le pro-
duit de Cauchy des développements en série entière de exp(tx)
et de exp

(
−t2/2

)
.

▶ L’unicité se justifie par l’unicité des coefficients d’un dévelop-
pement en série entière.

— Pour montrer que pour tout n ∈ N⋆, (n+1)Hn+1 = XHn−Hn−1,
il faut dériver (∗) par rapport à t, effectuer des changements
d’indices et utiliser l’unicité des coefficients du DES.

— On peut montrer en dérivant la série de fonctions
∑(

x 7→
tnHn(x)

)
terme à terme sur R que pour tout n ∈ N⋆, H′

n =
Hn−1.
La dérivation est justifiée par l’application du théorème de dé-
rivation terme à terme, en particulier montrer soigneusement
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la CN de
∑

f ′
n sur tout segment [−a, a] ⊂ R (qui entraîne la CU

sur R)
(

|H′
n(x)| ⩽ e|x|

)
.

On en déduit que (Hn)n forme une base de R[X].

12.3 Théorème abélien ou taubérien sur les séries
numériques

Source : [1] p. 398

Théorème 12.3.1 – . Soit f(x) =
+∞∑
n=0

anxn une série entière de

rayon de convergence égal à 1.
Un théorème abélien : si

∑
an est convergente, alors f est définie

et continue en 1.
Un théorème taubérien : si (an)n est à termes positifs et f a une
limite à gauche en 1, alors

∑
an est convergente, de somme lim

1−
f .

■ Démonstration.Source : [1] p. 398 Un théorème abélien :

Pour tout n ∈ N, on note Rn
def=

∞∑
k=n+1

ak de sorte que pour tout

n ∈ N⋆, an = Rn−1 −Rn.
On effectue une tranformation d’Abel afin d’établir la convergence
uniforme de la série de fonction

∑
fn avec fn(x) def= anxn sur [0, 1].

Soient p ⩽ q et x ∈ [0, 1],

q∑
n=p+1

anx
n =

q∑
n=p+1

(Rn−1 −Rn)xn

=
q∑

n=p+1

Rn−1x
n −

q∑
n=p+1

Rnx
n

par un changement de variable =
q−1∑
n=p

Rn−1x
n −

q∑
n=p+1

Rnx
n

= Rpx
p+1 −Rqx

q +
q−1∑
n=p

Rn−1(xn+1 − xn).

Comme Rn −−−−−→
n→+∞

0, pour ε > 0 il existe n0 ∈ N tel que |Rn| ⩽ ε si

n ⩾ n0. Alors pour p ⩾ n0,∣∣∣∣∣
q∑

n=p+1

anx
n

∣∣∣∣∣ ⩽ |Rp| + |Rq | +
q−1∑

n=p+1

|Rn||xn+1 − xn|

⩽ 2ε+ ε

q−1∑
n=p+1

(xn − xn+1)

⩽ 2ε+ ε (xp+1 − xq)︸ ︷︷ ︸
⩽1

⩽ 3ε.



Finalement, on a prouvé que

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N | ∀(p, q) ∈ N2 (n0 ⩽ p ⩽ q) ⇒ sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣
q∑

n=p+1

anx
n

∣∣∣∣∣ ⩽ 3ε.

Ceci exprime la convergence uniforme sur [0, 1] de la série de fonctions∑
fn, dont le terme général est continu sur [0, 1] ; le somme f est donc

définie et continue sur [0, 1].

12.4 Fonction non développable en série entière

Source : [6] p. 263

Soit f : R −→ R

x 7−→
{

0 si x ⩽ 0,
exp
(

− 1
x2

)
sinon.

12.5 Comparaison de séries entières au bord

Exercice 12.5.1 Soient
∑

an et
∑

bn des séries à termes posi-
tifs, on pose :

f : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n et g : x 7→

+∞∑
n=0

bnx
n.

On suppose que les rayons de convergence valent 1, que
∑

bn
diverge et que an = o(bn).
Montrer que g(x) −−−−→

x→1−
+∞ et que f = o1− (g).

▶ Éléments de solution. — Même méthode que pour la fonc-
tion zêta alternée.

— Soit ε > 0. Alors il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ⩾ n0,
0 ⩽ an ⩽ ε

2 bn. (détailler le dernier argument qui permet de
conclure rigoureusement).

◁

12.6 Développement en série entière

Exercice 12.6.1 La fonction f définie par :

f(x) = exp
(
x2
) ∫ +∞

x
exp
(

−t2
)

dt

est-elle développable en série entière ? Calculer les coefficients du
développement en série entière à l’aide de factorielles, on utilisera
que
∫+∞

0 exp
(

−t2
)

dt =
√
π

2 .

— Bien justifier l’existence de f sur R.
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=3n+1

2 = =3n+22 = =3n+2

2π
3 1 =3n1 =3n

— L’écriture de f sous la forme :

∀x ∈ R, f(x) = exp
(
x2
)

×
(
∫ +∞

0
exp
(

−t2
)

dt+
∫ x

0
exp
(

−t2
)

dt
)

permet de justifier que f est DSE (comme primitive d’une fonction
DSE et d’un produit de fonctions DSE).

— Remarquer que f vérifie

f ′ − 2xf + 1 = 0

— On en déduit que

∀p ∈ N, a2p =
√
π

2p!
et a2p+1 = −

22pp!
(2p+ 1)!

.

12.7 Série entière lacunaire

Exercice 12.7.1 Calculer
+∞∑
n=0

x3n

(3n)! pour tout x ∈ R.

▶ Solution. Soit x ∈ R.

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
=

+∞∑
n=0

x3n

(3n)!︸ ︷︷ ︸
def
= A

+
+∞∑
n=0

x3n+1

(3n+ 1)!︸ ︷︷ ︸
def
= B

+
+∞∑
n=0

x3n+2

(3n+ 2)!︸ ︷︷ ︸
def
= C

. (12.1)

On note j def= ei 2π
3 . Soit n ∈ N. On remarque que (jx)3n = x3n,

(jx)3n+1 = jx3n+1 et (jx)3n+2 = j2x3n+2 (la figure ci-contre permet
de se rendre compte géométriquement de cette cyclicité). Donc en
évaluant (12.1) respectivement en jx et en j2x on obtient deux nouvelles
équations 

ex = A+B + C

ejx = A+ jB + j2C
ej2x = A+ j2B + jC

.

Comme 1 + j + j2 = 0, en sommant ces trois relations on obtient

A =
1
3

(
ex + ejx + ej2x

)
.

Cette quantité est bien réelle car j2 = j. ◁

Remarque 12.7.1 On étend facilement le résultat aux séries

entières p-lacunaires
+∞∑
n=0

xpn

(pn)! .

12.8 A rajouter :

— Transformée de Laplace d’une série entière
— Formule de Cauchy et applications
— Fonction de Bessel et intégrale de Wallis



Équations différentielles
& Calcul différentiel 13

13.1 Lemme de Gronwall, application à une
équation différentielle

Lemme 13.1.1 Soient ψ,φ et y trois fonctions continues sur un
segment [a, b], à valeurs positives et vérifiant l’inégalité

∀t ∈ [a, b], y(t) ⩽ φ(t) +
∫ t

a
ψ(s)y(s) ds.

Alors

∀t ∈ [a, b], y(t) ⩽ φ(t) +
∫ t

a
φ(s)ψ(s) exp

(∫ t
s
ψ(u) du

)
ds.

13.2 Solutions de y′′ + y = h

DM 22 :
Si h ∈ C (R+,R), f0 : t ∈ R+ 7→

∫ t
0 h(u) sin(t− u) du est solution de

(Fh).

13.3 Le wronskien

13.4 Relèvement angulaire

13.5 Variables séparables

Exercice 13.5.1 [1] p ;458
Déterminer les solutions sur R de l’équation

y′ =
√

1 − y2.

▶ Solution. ◁

— Système différentiel en z = x+ iy
— Système différentiel antisymétrique
— Equation d’ordre 1 avec raccordement
— Variation des constantes
— Equation différentielle linéaire d’ordre 2 avec raccordement
— Équation non linéaire (de Bernoulli)
— Intégrale de Dirichlet via une équation différentielle
— Méthode des moindres carrés
— Fonctions harmoniques





Dénombrement,
Probabilités & Variables

aléatoires





Dénombrement 14
14.1 Identité de Vandermonde

Proposition 14.1.1 – .

p∑
k=0

(n
k

)( m

p− k

)
=
(n+m

p

)
.

Les deux expressions correspondent à deux façons de dénombrer les
parties à p éléments de E ∪F , où E et F sont deux ensembles disjoints
fixés, de cardinaux respectifs m et n.

14.2 Dénombrement des applications strictement
croissantes

Exercice 14.2.1 Calculer le nombre d’applications strictement
croissantes de J1, pK dans J1, nK.

▶ Éléments de solution. Réponse :
(n
p

)
◁

14.3 Dénombrement des applications croissantes

Exercice 14.3.1 Calculet le nombre d’applications croissantes
de J1, pK dans J1, nK.

▶ Éléments de solution. Réponse :
(n+ p− 1

p

)
Représenter les éléments de l’ensemble de départ par des barres qu’il
faut placer entre les cases de l’ensemble d’arrivée. ◁

14.4 Dénombrement des surjections

Exercice 14.4.1 Calculer le nombre S(p, n) de surjections de
J1, pK dans J1, nK.

▶ Éléments de solution. Principe d’inclusion-exclusion – wiki-
pedia.org
Étudier des cas particuliers

Montrer que np =
n∑
k=0

(
n
k

)
S(p, k)

En déduire que S(p, n) = (−1)n
n∑
j=1

(
n
j

)
jp. ◁

https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_d'inclusion-exclusion
https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_d'inclusion-exclusion
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14.5 Discontinuités des fonctions monotones

Proposition 14.5.1 – . Soit f ∈ F
(

[a, b],R
)

une fonction
monotone. Alors l’ensemble des points de discontinuité de f est au
plus dénombrable.

Exercice 14.5.1
Source : [5] (Exercice 1 TD VI)

Soient a < b deux réels et f ∈ F
(

[a, b],R
)

une

fonction croissante. Pour tout x ∈]a, b[, on pose f(x−) def= lim
t→x−

f(t),

f(x+) def= lim
t→x+

f(t) et vf (x) def= f(x+) − f(x−).

1. Soit x ∈]a, b[. Montrer que vf (x) ⩾ 0 avec égalité si et seule-
ment si f est continue en x.

2. Soit p ∈ N⋆ et x1 < · · · < xp des réels de ]a, b[. Montrer que
p∑
j=1

vf (xj) ⩽ f(b) − f(a).

3. En déduire que pour tout α > 0, l’ensemble des points x ∈]a, b[
tels que vf (x) > α est fini.

4. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité de f est
au plus dénombrable.

▶ Solution. 1. Soit (x, y, z) ∈]a, b[3 tel que y ⩽ x ⩽ z. Par
croissance de f on a f(y) ⩽ f(x) ⩽ f(z). La monotonie de la
fonction f assure qu’elle admet des limites à gauche et à droite
en tout point. Donc par passage à la limite dans l’encadrement,

f(x−) ⩽ f(x) ⩽ f(x+).

On en déduit que vf (x) ⩾ 0 avec égalité si et seulement si
f(x+) = f(x) = f(x−) i.e. si et seulement si f est continue en x.

2.

p∑
i=1

vf (xi) =
p∑
i=1

(
f(x+

i ) − f(x−
i )
)

= f(x+
p ) − f(x−

p ) +
p−1∑
i=1

(
f(x+

i ) − f(x−
i )
)

⩽ f(b) − f(x−
p ) +

p−1∑
i=1

(
f(x−

i+1) − f(x−
i )
)

par télescopage ⩽ f(b) − f(x−
1 )

⩽ f(b) − f(a)

3. Soit α > 0. Raisonnons par l’absurde en supposant que l’ensemble
des points x ∈]a, b[ tels que vf (x) > α est infini.
Soit n ∈ N, d’après la question 2,

f(b) − f(a)︸ ︷︷ ︸
∈R

⩾

p∑
i=0

vf (xi) ⩾ pα −−−−→
p→∞

+∞ car α > 0.

On aboutit donc à une contradiction et l’ensemble des points
x ∈]a, b[ tels que vf (x) > α est fini.

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e06.pdf


Définition à revoir sur le corps des coefficients

1
1

1
2

1
3

1
4

4
3

3
2

3
5

5
2

2
1

2
3

2
5

5
3

3
1

3
4

4
1

♦ L’arbre de Calkin-Wilf est un arbre
dont les sommets sont en bijection avec
les nombres rationnels positifs.

4. Soit D l’ensemble des points de discontinuité.
On pose Dα

def=
{
x ∈ [a, b], vf (x) > α

}
.

D =
⋃
α>0

Dα =
⋃
n∈N⋆

D 1
n
.

Nous avons écrit l’ensemble D comme une union dénombrable
d’ensembles finis donc D est au plus dénombrable.

◁

Voir aussi l’exercice 4.10 (p. 297) de [12] dont l’énoncé est :

Exercice 14.5.2 Soit A une partie dénombrable de R. Mon-
trer l’existence d’une fonction monotone f : R → R dont A est
l’ensemble des points de discontinuités.

14.6 Nombres algébriques

Exercice 14.6.1
Source : [5] (Exercice 2 TD VI)

Un nombre z est algébrique s’il existe n ∈ N⋆
et (a0, . . . , an) ∈ Qn+1 tels que an ̸= 0 et

n∑
k=0

akz
k = 0.

Montrer que l’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

▶ Solution. Les rationnels sont dénombrables . . . ♦ Donc pour n
fixé, Qn[X] est dénombrable en tant que produits finis d’ensembles
dénombrables. Donc

⋃
n∈N

Qn[X] est dénombrable comme réunion dé-

nombrable d’ensembles dénombrables.
Pour tout polynôme dans Qn[X], le nombre de ses racines est fini et de
cardinal inférieur à n. Donc les nombres algébriques sont dénombrables
car on peut établir une application surjective de leur ensemble sur une
réunion dénombrable d’ensembles finis. ◁

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e06.pdf




Méthode 15.4.1 Écrire l’ensemble sous
la forme d’une union finie ou dénom-
brable d’ensembles dénombrables ou finis.

Probabilités 15
15.1 Loi d’un maximum/minimum

15.2 Lemmes de Borel-Cantelli

Lemme 15.2.1 Si la somme des probabilités d’une suite (An)n∈N
d’événements d’un espace probabilisé (Ω,F ,P) est finie, alors la
probabilité qu’une infinité d’entre eux se réalisent simultanément
est nulle.

— APPLICATION: Lemme de Borel-Cantelli - Partie 1 – Hattab
Mouajria

— APPLICATION: Lemme de Borel-Cantelli - Partie 2 – Hattab
Mouajria

— [14] II) §5 p. 34.

15.3 Chaîne de Markov

15.4 Exercice d’oral

Source : [5]
Exercice 15.4.1 Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé.

1. Soit B un ensemble non vide et (Aβ)β∈B une famille d’élé-
ments deux à deux disjoints de A telle que pour tout
β ∈ B,P(Aβ) > 0. Montrer que B est au plus dénombrable.

2. Soit X une variable aléatoire indépendante d’elle même. Mon-
trer que X est constante.

▶ Solution. 1. Soit I un ensemble non vide.

I =
⋃
n∈N⋆

{
β ∈ B

∣∣∣ P
(
Aβ
)
⩾

1
n

}
︸ ︷︷ ︸

def
= In

.

Soient n, p ∈ N⋆ et (β1, . . . , βp) ∈ (In)p deux à deux distincts.
Alors

1 ⩾ P

(
p⊔
i=1

Aβi

)
=

p∑
i=1

P(Aβi
) ⩾

p∑
i=1

1
n

donc p ⩽ n.
Ainsi, In est fini et |In| ⩽ n i.e. I est au plus dénombrable.

2. À vérifier Soit ω ∈ X(Ω). Par indépendance de X avec elle-même,

P(X = ω) = P
(

{X = ω} ∩ {X = ω}
)

= P(X = ω)2.

On en déduit que P(X = ω) ∈ {0, 1}.

De plus,
∑

ω∈X(Ω)

P(X = ω) = 1 et donc il existe un unique ω0 ∈ X(Ω)

https://www.youtube.com/watch?v=Yw2qk42EZcM
https://www.youtube.com/watch?v=Yw2qk42EZcM
https://www.youtube.com/watch?v=2GqPQY-mBpk
https://www.youtube.com/watch?v=2GqPQY-mBpk
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faire un graphe de φ

tel que X = ω0 presque sûrement i.e. X est presque sûrement
constante.

◁

15.5 Fonction indicatrice d’Euler

Définition 15.5.1 – Fonction indicatrice d’Euler. La
fonction indicatrice d’Euler est une fonction arithmétique de la
théorie des nombres, qui à tout entier naturel n non nul associe le
nombre d’entiers compris entre 1 et n et premiers avec n.
Autrement dit,

φ : N⋆ −→ N⋆

n 7−→ Card
({

m ∈ N⋆
∣∣ m ⩽ n et m premier avec n

})
.

Proposition 15.5.1 – . La fonction indicatrice d’Euler peut
s’écrire

φ : n 7−→ n ·
∏
p∈Pn

(
1 −

1
p

)
en notant Pn l’ensemble des nombres premiers divisant n.

■ Démonstration. (Wikipedia)
La valeur de l’indicatrice d’Euler s’obtient à partir de la décomposition
en facteurs premiers de n. On note n =

∏
p∈Pn

pki . Alors, φ(n) =

Exercice 15.5.1
Source : RMS 132 3 p.32.

Montrer que pour tout n ∈ N⋆, φ(n) ⩾
√
n

2 .

Exercice 15.5.2
Source : [5] (Exercice 17. Chap. VI)

On note φ la fonction indicatrice d’Euler.
Montrer que

∀n ∈ N⋆ n =
∑
d|n

φ(d).

Les points suivants ne peuvent être compris qu’avec la correction.

— Q2) : Résultat à retenir (bien que rappeler dans le DS5) :

∀p ∈ J ⊂ P, p divise a ⇐⇒
∏
p∈J

p divise a

— Q3) : un élément de Ω est premier avec n si et seulement si il
n’est divisible par aucun des diviseurs premiers de n. D’où

P
({

m ∈ Ω
∣∣ m ∧ n = 1

})
=
∏
p∈Pn

(
1 −

1
p

)
.

— Q4) : Calculer le cardinal de Bj =
{
j · d, j ∈ J1, kK

∣∣ j ∧ k = 1
}

.
— Q5) : Montrer que (Bd)d|n forme un SCE de Ω et en déduire la

formule de l’énoncé. (Ω =
⋃
d|n

Bd) à compléter

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e06.pdf


15.6 Exercice 4. Chap. VII :

Exercice 15.6.1 Lors d’une élection, 700 électeurs votent pour
A et 300 pour B. Quelle est la probabilité que, pendant le dépouille-
ment, A soit toujours strictement en tête ?





Variables aléatoires 16
16.1 Inégalités de concentration (et transformées

de Laplace)

— Inégalité de Markov
— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
— Loi faible des grands nombres

16.2 Calcul de E
[(

n∑
i=1

Xi

)4
]

Exercice 16.2.1 On suppose que (Xi)i∈N⋆ est une famille de

variables aléatoires iid. Calculer E

[(
n∑
i=1

Xi

)4
]

.

▶ Éléments de solution. Écrire la somme comme une somme
sur quatre indices, utiliser la linéarité de l’espérance i.e.

∑
1⩽i,j,k,l⩽n

E[XiXjXkXl]

et distinguer les cas suivants :

— |{i, j, k, l}| = 4 (tous les indices sont deux à deux distints). Par
l’indépendance des v.a., E[XiXjXkXl] = E[Xi]4.

— |{i, j, k, l}| = 3 (deux des indices sont égaux) : E[XiXjXkXl] =
E[X2

i ]E[Xk]E[Xl].
— |{i, j, k, l}| = 2 (trois des indices sont égaux) : E[XiXjXkXl] =

E[X3
i ]E[Xl].

— |{i, j, k, l}| = 1 (tous les indices sont égaux) : E[XiXjXkXl] =
E[X4

i ].

◁

16.3 Distance en variation totale

En mathématiques et plus particulièrement en théorie des probabilités
et en statistique, la distance en variation totale (ou distance de variation
totale ou encore distance de la variation totale) désigne une distance
statistique définie sur l’ensemble des mesures de probabilité d’un espace
probabilisable.

Exercice 16.3.1
Source : [5] (Exercice 8. Chap. VII)

Soit E l’espace des suites réelles (pn)n∈N telles

que la série
∑

|pn| converge, muni de la norme p =
+∞∑
n=0

|pn|. Soit

P le sous-ensemble de E formé des suites réelles positives (pn)n∈N
telles que p = 1.

1. Montrer que P est borné et convexe.

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e07.pdf
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2. Pour P,Q ∈ P, on pose d(P,Q) def= sup
A⊂N

∣∣∣∣ ∑
n∈A

pn −
∑
n∈A

qn

∣∣∣∣.
Montrer que d(P,Q) ∈ [0, 1].

3. Soit (p, q) ∈ [0, 1]2, P = (1 − p, p, 0, . . . ) et Q = (1 −
q, q, 0, . . . ). Déterminer d(P,Q).

4. Soient n ∈ N et λ ∈ R+. Montrer l’inégalité
+∞∑

k=n+1
⩽

eλ λn+1

(n+1)! .
5. Soient Xλ et Xµ deux variables aléatoires suivant une loi de

Poisson de paramètres respectifs λ et µ. Soit Pλ =
(

P(Xλ =
n)
)
n∈N

et Pµ =
(

P(Xµ = n)
)
n∈N

. Soit n ∈ N⋆. Montrer
l’inégalité

d(Pλ, Pµ) ⩽ max
A⊂J0,nK

∣∣∣∣∣∑
k∈A

P(Xλ = k) −
∑
k∈A

P(Xµ = k)

∣∣∣∣∣
+

λn+1

(n+ 1)!
+

µn+1

(n+ 1)!
.

Définition 16.3.1 – Ensemble
convexe. Un ensemble X est dit
convexe lorsque

∀(x, y) ∈ X 2 ∀t ∈ [0, 1]

tx + (1 − t)y ∈ X .

▶ Éléments de solution. 1. Les éléments de P sont des suites
positives...

2. Bien justifier l’existence de la borne supérieure.
3. Considérer une partie B de N et distinguer quatre cas ({0} ⊂ B

et {1} ̸⊂ B ; {0} ̸⊂ B et {1} ⊂ B ; {0, 1} ⊂ B ; {0, 1} ̸⊂ B). Le
résultat est d(P,Q) = |p− q|.

4. Passer par la formule de Taylor avec reste intégral.
5. SoitB une partie de N. ÉcrireB =

(
B∩J0, nK

)
∪
{
k ∈ B

∣∣ k > n
}

.
Sommer sur ces deux ensembles, séparer la valeur absolue et
majorer à l’aide de la question précédente. (à détailler)

◁

16.4 Majoration de la variance d’une v.a.d.r.

Exercice 16.4.1 Exercice 5. Chap. VII
Soit X une variable aléatoire discrète réelle à valeurs dans [a, b].
Montrer que V(X) ⩽ (b−a)2

4 et discuter le cas d’égalité.

▶ Solution. Deux méthodes sont introduites.
Méthode 1 :

— Poser la fonction f : t 7→ E
[
(X − t)2

]
.

— f atteint son minimum en E[X] et vaut V(X).
— Comparer V(X) à f

(
a+b

2

)
.

— Voir Variance of a bounded random variable – stats.stackexchange.com

Méthode 2 : (vue en cours)

— Justifier l’existence de l’espérance et de la variance∑
γnP(X = xk) converge, avec γ = max{|a|, |b|} (ne pas oublier

les valeurs absolues car on ne connaît pas les signes de a et de b).
— On remarque que V(X) = V

(
X − a+b

2

)

https://stats.stackexchange.com/questions/45588/variance-of-a-bounded-random-variable


— Or comme a ⩽ X ⩽ b,∣∣∣X −
a+ b

2

∣∣∣ ⩽ b− a

2
et
(
X −

a+ b

2

)2
⩽
(
b− a

2

)2

— Donc par le théorème de König-Huygens,

V
(
X −

a+ b

2

)
= E

[(
X −

a+ b

2

)2

︸ ︷︷ ︸
⩽
(

b−a
2

)2

]
− E

[
X −

a+ b

2

]2

︸ ︷︷ ︸
⩾0

V(X) ⩽
(b− a)2

4
par croissance de l’espérance

Théorème 16.4.1 – Théorème de Kö-
nig-Huygens. Soit X une variable aléa-
toire admettant un moment d’ordre 2.
Alors,

V(X) = E
[
X

2
]

− E[X]2.Cas d’égalité
D’après la majoration du premier terme et la minoration du deuxième
terme de la relation ci-dessus, il y a égalité si et seulement si

V(X) =
(b− a)2

4
⇐⇒


E
[(
X − a+b

2

)2
]

= (b−a)2

4

et

E
[
X − a+b

2

]2
= 0

⇐⇒


P
(
X −

(
a+b

2

)2 ( b−a
2

)2
)

= 1

et
E[X] = a+b

2

⇐⇒


P
(

{X = b} ∪ {X = a}
)

= 1
et
E[X] = a+b

2

V(X) =
(b− a)2

4
⇐⇒ P(X = a) = P(X = b) =

1
2

◁

16.5 Identité de Wald

Proposition 16.5.1 – . Soient (Xn)n∈N⋆ une suite de variables
aléatoires, mutuellement indépendantes, de même loi à valeurs
dans N, et T une variable aléatoire à valeurs dans N indépendante
des précédentes. La famille (T,Xn)n∈N⋆ est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.
On note GX la fonction génératrice commune à toutes les Xn.

Pour n ∈ N et ω ∈ Ω, on pose Sn(ω) =
n∑
k=1

Xk(ω) et S0(ω) = 0,

puis, S(ω) = ST (ω)(ω).
Alors on a GS = GT ◦GX et E[S] = E[T ]E[X].
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16.6 Allumettes de Banach

Exercice 16.6.1
Source : [2]

On a deux boites d’allumettes G et D chacune
contenant n allumettes. On choisit aléatoirement une boite et on
en retire une allumette, et on recommence jusqu’à ce que l’une des
deux boites soit vide.

1. Déterminer la loi de la variable alétoire R du nombre d’allu-
mettes restant dans l’autre boite.

2. Dans cette question, on considère qu’on s’arrête lorsque pour
la première fois on choisit une boite et on constate qu’elle est
vide. Déterminer la loi de la variable aléatoire R′ du nombre
d’allumettes restant dans l’autre boite.

3. Calculer l’espérance de R, et déduire que E(R) ∼+∞ 2
√

n
π

.

16.7 Urne de Pólya

Exercice 16.7.1
Source : [2]

Soient a, b, c ∈ N⋆. Une urne contient a boules
rouge et b boules noires. On tire une boule au hasard, on constate
sa couleur, et on la remet dans l’urne avec c nouvelles boules de sa
couleur. Soit pour tout n ∈ N⋆, Rn l’événement : « la n-ième boule
tirée est rouge ».

1. Calculer P(R1) et P(R2).
2. Calculer P(Rn) pour tout n.



Nom Paramètres X(Ω) P(X = k) E[X] V(X) GX ρ

Constante c {c} 1 c 0 tc (c ∈ N) +∞

Uniforme a < b ∈ N Ja, bK 1
b−a+1

a+b
2

(b−a+1)2−1
12

ta−tb+1

(b−a+1)(1−t) +∞

Bernoulli p ∈]0, 1[ {0, 1} p (k = 1) p pq q + pt +∞

Binomiale (n, p) ∈ N×]0, 1[ J0, nK
(
n
k

)
pkqn−k np npq (q + pt)n +∞

Géométrique p ∈]0, 1[ N⋆ pqk−1 1
p

q
p2

pt
1−qt

1
q

Poisson λ ∈ R⋆+ N e−λ λk

k! λ λ eλ(t−1) +∞

Source : Variables aléatoires discrètes – Cours ([5])

https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/chap_e07.pdf




Exercices par thème 17
17.1 Endomorphismes nilpotents

1. 2.10 Inversion par sommation géométrique des endomorphismes
nilpotents on page 23

2. 2.11 Matrices de taille 3 d’ordre de nilpotence égal à 2 on page 24
3. 2.12 Famille libre engendrée par un endomorphisme nilpotent

on page 24
4. 2.14 Sous-espace engendré par les matrices nilpotentes on page 27
5. 2.15 Produit de matrices nilpotentes commutantes on page 28
6. Section 2.16 on page 30
7. 2.18 Rang des puissances d’un endomorphisme nilpotent on

page 31
8. 2.19 Rang d’un endomorphisme nilpotent on page 32
9. 4.13 Critère de nilpotence par la trace on page 63

10. Section 5.10 on page 85

Résumé des propriétés des endomorphismes nilpotents :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ∈ N⋆. Soit u ∈ L (E) un
endomorphisme nilpotent d’ordre de nilpotence p > 1.
[10]. Caractérisation de la nilpotence
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u ∈ LE. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est nilpotent ;
(ii) χu = (−1)nXn ;
(iii) il existe p ∈ N tel que πu = Xp (p est alors l’indice de nilpotence

de u) ;
(iv) u est trigonalisable avec des zéros sur la diagonale ;
(v) u est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0 ;
(vi) 0 est la seule valeur propre de u.
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